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Wenn man den bekannten Algorithmus”), 


um den grössten gemeinschaftlichen Theiler zweier 
Zahlen zu finden, auf complexe Zahlen von der 
Form t + u V’D anzuwenden sucht, so findet 


man, dass derselbe nicht für alle Werthe der 


Determinante D sich abschliest. Da aber die 
Möglichkeit der angeführten Operation die Lebens- 
bedingung für die ersten Fundamentalsätze in 
der Theorie der reellen Zahlen ist, so geht daraus 
hervor, dass in der Theorie der complexen Zahlen 
von der Form t+u VD diese Fundamentalsätze 


im Allgemeinen nicht mehr gelten werden. 


*) Euklids Elemente, VII Buch. IL. Satz. Aufgabe, 
% * 
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Dieses abweichende Verhalten dieser Zahl-- 
formen hat bekanntlich Kummer zur Einführung 
der idealen Zahlen veranlasst,*) und es ist dadurch 
gelungen, diesen Theil der Zahlenlehre mit der 
Theorie der reellen Zahlen in Uebereinstimmung 
zu bringen. 

Für 6 Werthe der Determinante D= —-1, 
+2, +3, + 5 kann die Theorie der complexen 
Zahlen wie die der reellen auf den obigen Algo- 
rithmus gegründet werden und es sind daher 
diese 6 Systeme von besonderem Interesse. 

Bereits im Jahre 1861 wurde von mir in 
einer Abhandlung, welche ich der Universität 
Freiburg zur Erlangung der philosophischen 
Doctorwürde eingereicht habe, das System der 
complexen Zahlen t + u v’— 2 einer ausführ- 
lichen Untersuchung unterworfen, und es soll 
nun, um jene Arbeit zu vervollständigen, im 
Folgenden die Theorie der 6 Systeme mit Ein- 
schluss der Reciprocitätsgesetze für quadratische 


Reste gegeben werden. 


*) Crelles Jo: 


"a, 


Dieselben gestalten sich, bei gehöriger Wahl 
-der Repräsentanten der complexen Primzahlen, 
welche zu einer ungeraden reellen Primzahl als 
Norm gehören, in allen Fällen so einfach wie 
die analogen Gesetze in der Theorie der reellen 
Zahlen, und die Ergänzungssätze zu den Reci- 
procitätsgesetzen sind in der Theorie der biqua- 
dratischen Reste von grosser Bedeutung und 
nicht minder für den Beweis des Satzes, dass 
jede unbegrenzte arithmetische Progression, deren 
erstes Glied und Differenz relative Primzahlen 
zu einander sind, unendlich viele Primzahlen 
enthält. 

Der strenge Beweis dieses Satzes wurde 
bekanntlich von Lejeune-Dirichlet durch die 
Betrachtung einer Classe von unendlichen Reihen 
gegeben”). 

Die Ergänzungssätze zu den Reciprocitäts- 
gesetzen geben für bestimmte arithmetische 
Reihen ganz einfache Beweise, weil sie charak- 


teristische Eigenschaften gewisser Primzahl- 


*) Abhandlungen der Berliner Akademie aus dem Jahre 1837. 


classen ausdrücken, und. ‚diese Beweise 
‚desshalb beachtenswerth, weil darin die { Bü 
‚schaft liegt, dass es einst gelingen werde, 
diesem für die Zahlenlehre so wichtigen un 
seiner Aussage so einfachen Satze auch ii t 


‚einfachen Beweis geben zu können. 


I. 


Definitionen und Elementar-Sätze über complexe 
Zahlen von der Frmt +uy’D. 


Ein Ausdruck von der Form t + u Se D, in 
welchem D eine positive oder negative ganze Zahl, die 
durch Quadratzahlen nicht theilbar ist, t und u reelle 
rationale Zahlen bedeuten, soll eine complexe Zahl, D die 
Determinante derselben genannt werden. 

Betrachten wir D als constant, t und u aber als 
veränderlich, so bilden alle Zahlen von der Formt+uy D 
das complexe System der Determinante D. 

Es sollen t und u die Elemente der complexen Zahl 
und zwar bezüglich erstes und zweites Element genannt 
werden. | 

Die Zahlt + u ai D heisse eingliedrig, wenn- eines 
der Elemente t oder u gleich Null ist, im andern Falle 
zweigliedrig. 

Je nachdem nun das erste oder zweite Element ver- 
schwindet, werde die Zahl eingliedrig irrational oder 
rational genannt. 

Zwei Zahlen t +u ,/D, t — uf D nennen wir 
conjugirt, das Produkt derselben t? — Du? heisst ihre 
gemeinschaftliche Norm. Man bezeichnet dieselbe durch 
das vorgesetzte Operationszeichen N, 


Be edlen 


Aus der Definition der complexen Zahlen ergeben 
sich unmittelbar folgende Sätze: 

1) In gleichen complexen Zahlen sind die gleich- 
namigen Elemente auch gleich. 

2) Ist die Norm einer Zahl gleich Null, so ist die 
Zahl selbst gleich Null. 

3) Eine Gleichung (Congruenz), worin beliebig viele 
complexe Zahlen a, b,c,d,... durch Addition, Sub- 
traction, Multiplication verbunden sind, bleibt richtig, wenn 
man jede der complexen Zahlen a,b, c,d,... durch 
ihre conjugirte a‘, b‘, ce‘, d“,.. . ersetzt. 

4) Zwischen zwei Zahlen a und b eines Systemes 
gelten die in nachstehenden Gleiehungen ausgedrückten 
Sätze: 


Nab = Na.Nb 
ae a 

a: 

Naun = (Na) 


Na+b)=Na+ ND (mod. 2) 


Bisher waren die Elemente t und u beliebige rationale 
Zahlen, im Folgenden werden dieselben aber immer, wenn 
nicht ausdrücklich das Gegentheil bemerkt wird, als ganze 
Zahlen vorausgesetzt und wir erhalten alsdann complexe 
ganze Zahlen. Dieselben theilen mit den rationalen gan- 
zen Zahlen die Eigenschaft, dass, wenn man beliebig viele 
solche Zahlen durch Addition, Subtraction oder Multipli- 
cation verbindet, das Resultat wieder eine ganze Zahl ist. 

Aus 4 folst: 

d) Ist die complexe Zahl a theilbar durch die com- 
plexe Zahl b, so ist auch Na theilbar durch Nb. Dieser 
Satz kann aber nicht umgekehrt werden. 

Eine zweigliedrige complexe Zahl t+ uy?D heisse 
Stammzahl, wenn t zu u relative Primzahl und t durch 
D nicht tkeilbar ist; sind aber diese zwei Bedingungen 
nicht zugleich erfüllt, so heisst die Zahl eine abge- 
leitete. 


REEL 


6) Eine Stammzahl ist durch eingliedrige Zahlen 
nicht theilbar. 

7) Jede abgeleitete Zahl ist das Produkt aus einer 
Stammzahl und einer eingliedrigen. 

Ist t + uv?° Deine Stammzahl, + ur D eine 
abgeleitete, so kann man immer 

+ wur D=t+urDDAWD 

setzen, wo A der grösste gemeinschaftliche Theiler von 
t‘ und u‘ und A die Einheit oder Null bedeutet, je nach- 


4 


dem 


durch D tkeilbar ist oder nicht. 


Construirt man zwei zu einander senkrechte Systeme 
von Parallellinien, so dass je zwei unmittelbar auf einan- 
der folgende Parallelen den Abstand 1 haben, so erhält 
man ein quadratisches Gitter. 

Wählt man aus jedem System eine Linie aus und 
nimmt dieselben zu den Axen eines Coordinatensystems, 
so geben die Coordinaten der Gitterpunkte eine Ueber- 
sicht über die ganzen Zahlen eines Systemes. 


HE. 


Geometrische Untersuchung einer Ungleichheit, 
welche für das Folgende von fundamentaler 
Bedeutung ist. 


Wir gehen nun über zur Auffindung derjenigen 
Systeme, welche einen endlichen Algorithmus zur Bestim- 
mung des grössten gemeinschaftlichen Theilers zweier 
Zahlen besitzen. 

Bedeuten m und mı reelle ganze Zahlen, mı die 
kleinere, so besteht dieser Alsorithmus bekanntlich darin, 
dass man mı in m theilt, wodurch man einen Quotienten 
q und einen Rest m» und somit die Gleichung 


m= qmı + m 


erhält. 


Be pa 


Dieselbe lehrt, dass jeder gemeinschaftliche Theiler 
von m und mı auch ein Theiler von me und jeder ge- 
meinschaftliche Theiler von mı und ma auch ein Theiler 
von m ist. 

Die Aufgabe, alle gemeinschaftlichen Theiler von m 
und mı zu bestimmen, ist daher zurückgeführt auf die 
entsprechende einfachere Aufgabe für die Zahlen mı und ms, 

Um diesen Algorithmus auf complexe ganze Zahlen 
m und mı von der Form t + u y°D auszudehnen, wol- 
len wir sagen, die Zahl ma ist kleiner als die Zahl mı, 
sobald der absolute Werth der Norm von me oder 
(N me) < (Nm) ist. 

Dieser Ungleichheit kann man nach I.4. auch die 
Form 


N@-9)<ı 


geben. 
Setzen wir nun 


— -e+gYyDg=t+uYyD 
so sind & und ß rationale Zahlen und es sind diejenigen 
Werthe von D anzugeben, für welche man der Ungleichheit 


(« a De u)?) ER a (a) 
durch ganze Zahlen t und u genügen kann, welches auch 
die Werthe von « und ß sein mögen. 

Der grösseren Deutlichkeit wegen wollen wir die 
Untersuchung auf geometrischem Wege führen und unter- 
scheiden zu dem Zwecke die zwei Fälle, je nachdem die 
Determinante positiv oder negativ ist. 


A. 


Negative Determinante. 


Schreiben wir hier — D statt D, so nimmt die letzte 
Ungleichheit (a) folgende Form an: 
(e'— 9° + DE Em 1 <<, (b) 
wo jetzt D wesentlich positiv ist. 


BERRNTn.. 


Die Gleichung t? — Du? = 1 gibt als geometrischen 
Ort eine Ellipse (O), deren grosse und kleine Axe in die 
> OT, OU fallen und die Werthe 2 und 


.. haben. 
Die Gleichung 


G-?+Da—p = 


gehört dann einer der vorigen congruenten Ellipse (x, ß) 
an, welche erhalten wird, wenn man die erstere, mit Ver- 
meidung jeder Axendrehung, so verschiebt, dass der 
Mittelpunkt O nach dem Punkte (x, 8) Kommt. 

Bemerkt man nun, dass die linke Seite der vorher- 
gehenden Ungleichheit (b) positiv, Null, negativ ist, je 
nachdem der Punkt (t, u) ausserhalb, auf dem Umfange, 
innerhalb der Ellipse liegt, so ist zu untersuchen, für 
welche positiven Werthe von D innerhalb der Ellipse («, ß) 
wenigstens ein Gitterpunkt liegt, wo auch der Mittelpunkt 
(x, 8) in der Ebene des Gitters angenommen werden mag. 

Einfache geometrische Betrachtungen führen nun zu 
folgendem Schlusse: 

Fällt der Punkt («, ß) innerhalb eines Quadrates 
oder auf eine Seite eines solchen, so sind die Gitterpunkte, 
welche innerhalb der Ellipse liegen können, im ersten 
Falle nur unter den Eckpunkten des Quadrates, im zwei- 
ten nur unter den Endpunkten der Seite zu suchen. Fällt 
der Punkt (x, 8) insbesondere in einen Gitterpunkt, so 
liegen ausser diesem keine Punkte innerhalb der Ellipse, 
dagegen 2 oder 4 auf dem Umfange derselben. 

Das letztere findet für D= — 1 Statt, in welchem 
Falle die Ellipse zu einem Kreise wird. Es können daher 
im günstigsten Falle 4 Punkte des Gitters innerhalb der 
Ellipse zu liegen kommen. 

- Wir wollen nun, um die Frage vollständig zu beant- 
worten, die Oerter 
BEREIT EIERN 
yl, yl, yIII, Lya35 


BR; 


ZU, ZI. ZI IV 
1b, HEIL HIT DV. 9 
ul, u, „I, ulV, . m 


des Punktes (x, 8) bestimmen, damit bezüglich 4, 3, 2,1,0 
Punkte ins Innere der Ellipse fallen. 

Ist P ein beliebiger Punkt des Gitters, so folgt durch 
die einfachste geometrische Betrachtung: 

Die Lage von P in Bezug auf die Ellipse (M) ist 
gleichartig mit der Lage des Punktes M in Bezug auf 
die Ellipse (P). 

Hieraus ergibt sich nun folgende Construction der 
Flächenstücke x, y, z, t, u, welche innerhalb eines Qua- 
dratess AB CD fallen. 

Von jeder der 4 Ellipsen, welche den 4 Ecken A, 
B, GC, D entsprechen, construire man denjenigen Quadran- 
ten, welcher innerhalb des Quadrates fällt, so wird das 
letztere durch die 4 Ellipsenbogen in verschiedene 
Flächenstücke getheilt und es ist dann leicht zu entschei- 
den, in welche der oben aufgestellten 5 Classen ein jedes 
derselben gehört. 

Ist D = 1, so verwandeln sich die Ellipsen in Kreise 
vom Radius 1, wodurch die vorige Construction noch ver- 
einfacht wird. Eine solche Vereinfachung ist aber auch 
in dem allgemeinen Falle zulässig, wo D > 1 ist. 

Legt man nämlich durch die Axe der t eine Ebene Eı, 
welche zur Ebene der Figur oder E unter einem Winkel 
O9 geneigt ist, dessen Cosinus dem reciproken Werthe von 

D gleich ist, so kann man die zu construirende Figur F 
in der Ebene E als rechtwinklige Projection einer zweiten 
Figur F! in der Ebene Eı ansehen. In dieser Figur Fı 
erhält man statt des quadratischen Gitters ein rechtwink- 
liges; die Grundlinie der Rechtecke ist gleich 1, die Höhe 
gleich YP’D. Statt der Ellipsen erhält man Kreise vom 
Radius 1. 

Ist in dieser zweiten Figur die Grösse der Flächen- 
stücke | 


En 


Zar RL TIL IV 3 

yıl, al, yılll, ılW, 

Zu za SIT ZulV 02, 

Gl, lt SLIV, 0.2, 

mE uam I, nl, 2.9, 
gefunden, so hat man dieselben nach einem bekannten 
Satze nur durch Y’D zu dividiren, um die entsprechen- 
den Werthe in F zu erhalten. 

Für ein beliebiges D > 1 wird daher die Figur Fı 
auf folgende Weise construirt: 

Man zeichne das Rechteck Aı Bı Cı Dı dessen 
rechtwinklige Projection das Quadrat A BCD ist, 
mache Aı Bı=1, Aı Di=,/ D und beschreibe dann 
aus -den Mittelpunkten Aı, Bı, Cı, Dı mit dem Radius 1 
die Quadranten, welche in das Rechteck fallen; die 4 so 
construirten Kreisbogen theilen alsdann das Rechteck in 
verschiedene Räume, deren Natur leicht zu erkennen ist. 

Setzt man in der Figur F die Werthe von 


22,2% 27 2t, 2u 
bezüglich gleich 


(4), (8), (2), (1), (0) 
so ist 


1ZEW+H) + WI +M + V 


Die Summen (4), (3), (2), (1), (0) haben eine sehr 
einfache Bedeutung. Es können dieselben nämlich als die 
Wahrscheinlichkeiten betrachtet werden, dass, bei beliebi- 
ger Lage des Mittelpunktes der Ellipse, bezüglich 4, 3, 2, 1, O 
Punkte ins Innere derselben fallen. 

Wir gehen nun zur Betrachtung der einzelnen Fälle 
über: 


4.: DIN 


Da unter dieser Voraussetzung sich die Ellipsen in 
Kreise vom Radius 1 verwandeln, so kann man die Figur F 
in der Ebene E construiren. Es gibt hier keine Räume 
t und u, sondern nur Räume x, y, z und man erhält: 


RAR 


7T 


4)= — +1 v3 = 08151471 
(3) = — —4+277?3 = 0,5112983 
a 2 “ U EL 


Zune gi 


Die Figur Fı in der unter 45° zur Ebene E geneig- 
ten Ebene Eı zeigt keine Flächenstücke u und man findet: 


= V2-Iv76-4 272 +1= 0,0507 


= —- 72472 — 2 = 0,15469 
)=-- ZvVr2e+zvVo- N 2= 0m 
)-—- wa 4226 +2 = 0,03477. 


3.4Di=r3 
In der unter dem Winkel © = 54° 44‘ 8, 19“ zur 


Ebene E geneigten Ebene Eı construire man die Figur Fı, 
dieselbe zeigt keine Flächenstücke x, y, und man findet: 


2) = —- v3 — 1 = 08138 
Sn — 173 +2 = 0,1862 


Die aus je zwei gegenüber liegenden Ecken des 
Rechteckes beschriebenen Kreisbogen berühren sich im 
Mittelpunkte des Rechteckes. Es ist dieser daher ein 
Punkt u. Für denselben kann der Ausdruck 

en di 
nicht < 1, wohl aber auf 4 verschiedene Weisen = 1 
gemacht werden. 


une 
Sobald die Diagonale des Rechteckes oder /1+D >2 


wird, bleibt in der Mitte desselben ein Flächenraum, wel- 
cher ausserhalb der 4 Quadranten liest. 


PETER 


Dieser Fall tritt daher ein, sobald D > 3 ist. 

Fassen wir das Vorhergehende zusammen, so erhal- 
ten wir folgendes Resultat: 

— 41 und — 2 sind die einzigen negativen Determi- 
nanten, für welche man der Ungleichheit (a) stets durch 
ganze Zahlen t und u genügen kann. 

Schliesst man den speciellen Fall 


a+3Y7-3=-- +5 V-3+4r2+4V-3 


wp-+4q Na — 3 eine beliebige complexe ganze Zahl 
bedeutet, aus, so kann man diesen zwei Werthen von D 
noch den dritten D —= — 3 beifügen. 

Um diese Ausnahme für D—= — 3 zu beseitigen, 
betrachtet man die complexen Zahlen der negativen De- 
terminante — 3 unter einem allgemeineren Gesichtspunkte. 
Sind nämlich p und ga die imaginären Cubikwurzeln der 
positiven Einheit, so betrachtet man Zahlen von der Form 


ı+yre+rze, 
worin x, y, z ganze Zahlen bedeuten. Da 
rare, 


so kann, ohne der Allgemeinheit zu schaden, in der all- 
gemeinen Form dieser Zahlen auch das dritte Element z 
gleich Null gesetzt werden. 

Diese Verallgemeinerung kommt darauf hinaus, die 
Elemente t und u der complexen Zahl t-uv— 3 
als Brüche vom Nenner 2 zu definiren. Es stimmen als- 
dann diese in der Theorie der cubischen Reste so wich- 
tigen complexen Zahlen mit den aus dritten Wurzeln der 
Einheit gebildeten vollkommen überein. 

Wir werden aber hier diese Verallgemeinerung nicht 
eintreten lassen, obwohl ohne dieselbe die Einfachheit der 
Aussage mancher Sätze nothleidet. 

‘Das hier Vorgetragene ist der erste und leichtere 
Theil der Untersuchung, wie weit man in der Zahlenreihe 
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1, 2, 3... K fortschreiten muss, damit für eine beliebige 
negative Determinante der Ausdruck: 

(Kae — tt + D(KB— u <ı1 
wird. 

Diese Ungleichheit spielt in der allgemeinen Theorie 
der complexen Zahlen von der Form t +uy’D die- 
selbe Rolle, wie die hier behandelte Ungleichheit in der 
Theorie der 6 einfachsten complexen Zahlensysteme. Es 
muss diese Untersuchung, weil dem vorgeschriebenen Ziele 
zu ferne liegend, hier übergangen werden. 


B. 
Positive Determinante. 
Betrachten wir in diesem Falle die zwei conjugirten 
Hyperbeln, deren Gleichungen 
Del 
sind, so ist bekannt, dass der absolute Werth der linken 
Seite = 1 ist, je nachdem der Punkt (t, u) ausserhalb, 
auf dem Umfange, innerhalb des von den zwei conjugirten 
Hyperbeln gebildeten krummlinigen Vierecks liegt. Den- 
ken wir uns die 2 Hyperbeln, ohne ihre Axen zu drehen, 
in der Ebene der Figur so bewegt, dass ihr gemeinschaft- 
licher Mittelpunkt, der im Anfangspunkte der Coordinaten 
liegt, nach dem Punkte (x, 8) oder M kommt, so erhält 
man als Gleichungen der auf diese Weise verschobenen 
Hyperbeln die folgenden: 
(2 0), Dia Ni +1. 
Dieselben bilden ein krummliniges Viereck («, ß), 


welches erhalten wird, wenn man das ursprüngliche (0,0) 


ohne Drehung so verschiebt, dass der Mittelpunkt O 
nach (x, ß) kommt. Wir müssen daher untersuchen, für 
welche positiven Werthe von D innerhalb dieses Viereckes, 
wo auch der Punkt M angenommen werden mag, wenig- 
stens ein Gitterpunkt liegt. Fällt der Punkt M innerhalb 
des Quadrates A BCD so lässt sich nun nicht mehr 


ae 1 Er 


beweisen, dass alle übrigen Punkte des Gitters ausserhalb 
des zu M gehörigen krummlinigen Viereckes fallen; auch 
ist die Anzahl der innerhalb liegenden Punkte nicht immer 
eine endliche. Die Richtigkeit der letzten Behauptung 
wird sich bei einer spätern Untersuchung gelegentlich 
herausstellen. Um dieser Schwierigkeit zu entgehen, 
werden wir die Aufgabe etwas specialisiren und unter- 
suchen, für welche positiven ganzen Werthe von D man 
dem Systeme der Ungleichheiten 
((e ar a Dip — u) ) Gm) 

(e —t) <1 | 

(B— u) <1 h 
durch ganze Zahlen t und u senügen kann. 

Die Gitterpunkte, welche diese Bedingungen erfüllen, 
sind dann unter den Eckpunkten des Quadrates zu suchen, 
innerhalb dessen M fällt. Um die Frage vollständig zu 
beantworten, werden wir, wie für den Fall einer negativen 
Determinante, die Oerter x, y, z, t, u des Punktes M be- 
stimmen, für welche von den Punkten A, B, 0, D, be- 
züglich 4, 3, 2, 1, 0 innerhalb des zu M gehörigen 
krummlinigen Viereckes zu liegen kommen. Man beweist 
zuerst leicht den Satz: P liegt ausserhalb, auf dem Um- 
fange, innerhalb des zu M gehörigen Viereckes (M), je 
nachdem umgekehrt M ausserhalb, auf dem Umfange, in- 
nerhalb des zu P gehörigen krummlinigen Viereckes (P) 
lieg. Um daher die Räume x, y, z, t, u zu erhalten, 
construire man von den Vierecken (A), (B), (C), (D), 
welche den Ecken des Quadrates A B C D entsprechen, 
nur diejenigen Quadranten, welche innerhalb des letzten 
fallen. Durch die entsprechenden Hyperbelbogen wird 
alsdann die Fläche des Quadrates in verschiedene Räume 
getheilt, deren Natur leicht zu erkennen ist. Setzt man 
dann wie früher die Summen 2x, Dy, 2z, It, Zu be- 
züglich (4), (3), (2), (1), (0), so haben dieselben eine 
ähnliche Bedeutung wie für den Fall einer negativen 
Determinante. Es können dieselben nämlich als die 
Wahrscheinlichkeiten betrachtet werden, dass bei willkür- 
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Manni 


licher Annahme des Punktes (x, ß) von den diesem Punkte 
zunächst liegenden 4 Gitterpunkten 4, 3, 2, 1, 0 innerhalb 
des krummlinigen Viereckes (x, ß) fallen. 

Anstatt die Figur nach obiger Anleitung zu con- 
struiren, kann man auch auf ähnliche Weise verfahren 
wie für den Fall einer negativen Determinante. Man 
kann nämlich diejenige zweite Figur Fı in derunter dem 
Winkel © geneigten Ebene Eı zeichnen, deren recht- 
winklige Projection die Figur F ist. Die Hyperbeln 
verwandeln sich alsdann in gleichseitige und um aus den 
auf diese Weise gefundenen Flächenstücken der Figur Fı 
die entsprechenden der Figur F zu erhalten, muss man 
die ersten mit cos @ multipliciren. 

Wir gehen nun zur Betrachtung der einzelnen Fälle 
über, wobei die Werthe D —= 1 und 4 ausser Acht ge- 
lassen werden können, weil die Determinante kein Qua- 
drat sein soll. 


1. D= 2 und. 


Hier gibt es keine Räume t und u, sondern nur 
BAumex y 2 

Führt man der Kürze halber folgende Bezeichnungen 
ein: 
ET EBEN, Se — 2,080458 


art Ips+liaı yo ı EEE 


ER: 2.8 Ebae +1di+ v2) = 1255360, 


wo unter | natürliche Logarithmen verstanden werden, so 
findet man ohne Schwierigkeit nachstehende Resultate: 
[04 
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9-5 


a -2- —4 


und hieraus für: 


Die 3 nr 
year.‘ (4) = 0,20115 
(8) = 0,30424 . ... (8) = 0,24841 


(2) = 022465... (2) = 0,55048 


Beh, 


Construirt man für diese Determinante die Figur Fı 


in der Ebene Eı, so berühren sich die Hyperbelbogen, 


welche aus je zwei gegenüberliegenden Ecken des Recht- 
eckes Aı Bı Cı Dı beschrieben sind, im Mittelpunkte u 
desselben. Es gibt nur Räume y und zZ und einen 
Punkt u. 


Man findet 
ee a = 0,053236 
Wr 
Pa — 0,94676 
Man kann daher für D —= 5 den Ungleichheiten (ec), 


den einzigen Fall 
at Vv5=-Z + Vr5+r+4WV5 

wo p + q x D eine ganze complexe Zahl bedeutet, aus- 
genommen, durch ganze Zahlen t und u genügen, und 
zwar auf 2 oder 3 verschiedene Weisen. In dem erwähn- 
ten Ausnahmefalle kann die linke Seite der ersten Un- 
gleichheit nicht < 1, wohl aber — 1 gemacht werden. 
Bedeuten o und p° die beiden Perioden, welche die ima- 
ginären Dten Wurzeln der Einheit enthalten, so kann man, 
um den erwähnten Ausnahmefall zu entfernen, Zahlen von 
der Formx+ye-+ Zo” betrachten. Da +p—1=0, 
so kann man in dem allgemeinen Ausdrucke dieser Zahlen, 
ohne der Allsemeinheit zu schaden, das dritte Element 
z —= 0 Setzen. : Diese Verallgemeinerung kommt dann 
darauf hinaus, die Elemente der complexen Zahlen der 
Determinante 5 als ganze Zahlen oder rationale Brüche 
vom Nenner 2 zu definiren. Wir werden aber diese Ver- 
allgemeinerung hier ebenso wenig eintreten lassen, wie 
die entsprechende für die negative Determinante — 3. 
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Soll um den Mittelpunkt des Rechteckes eine Fläche: 


u entstehen, so muss die doppelte Ordinate der gleich- 
seitigen Hyperbel, deren Gleichung 


t2— ur — 1 ist, 


1 > k 5 
für t= 5 kleiner sein als die Höhe des Rechteckes.. 


Dieses gibt die Bedinsung D >5. 
Fassen wir alles Gefundene zusammen, so kann man 


dem Systeme der Ungleichheiten (c) nur für 6 Werthe‘ 
von D, nämlich — 1, + 2, + 3, + 5 in ganzen Zahlen 


t und u Genüge leisten, wie auch die Werthe von 


«» und ß sein mögen. FürrD= — 53 undd-+5 muss 


aber der einzige Fali 


e+HvD-S+5vVD+r+aVD 


ausgeschlossen werden, in welchem die linke Seite der 


ersten Ungleichheit nur gleich der Einheit, nicht kleiner 
als diese werden kann. 


EHE. 
Theiler und Nichttheiler von ? — DU” 


Durch das Vorhergehende sind wir nun in den Stand 


+ 


gesetzt, eine wichtige Eigenschaft der Divisoren der Form 


t? — Du? beweisen zu können, in welcher die Determi- 


nante D einen der 6 Werthe — 1, + 2, 8, 5arz 


und t + u »f D eine zweigliedrige tm ist, 
Bedeutet nämlich a die Zahl 2 oder die Zahl 1, je 


nachdem die Congruenz D = 5 (mod. 8) stattfindet oder 
nicht, ferner o die positive oder negative Einheit und 
p > a ein Primtheiler von t? — Du’, so ist immer 


ep. — 6.7, Du, 
wo t + u‘ 47 D eine zweigliedrige Stammzahl darstellt. 


EN 


Wird D=5 (mod. 8), also D—= — 3 oder + 5, 
so ist 2 offenbar ein Theiler von tf? — Du?; in diesem 
Falle aber, wie leicht zu sehen, die Gleichung 

+2=1t1?— Dw 
unmöglich, dagegen die folgende 
F2p > Em. Dus, 
‚möglich. Denn es ist 
+4—_-12+3.1 
A 3 50.8 
Ar 3° 9% 12 

Um diesen Satz zu beweisen, wenden wir eine Me- 
_thode an, welche Legendre*) bei einer ähnlichen Gelegen- 
heit benützt. Später werden wir davon in XIV einen 
noch viel einfacheren Beweis geben können. 

Es sei p > a zuerst ein beliebiger positiver Theiler- 
der Norm der Stammzall t—+ uy D, so kann man: 
‚setzen 

e- I DRI ST (d) 

Hier und im Folgenden sollen unter p, 9, 9%, q',... 
immer positive Zahlen verstanden werden. 

Aus (d) folgt, dass p und q relative Prirnzahlen zu. 
Ditu sein müssen. 

Ohne der Allgemeinheit zu sehaden, darf q<p 
vorausgesetzt werden. 

Ist nämlich q > p, also nach (d): 

(?:— Du) > p2...(e) 
so können nach (II) zwei ganze Zahlen x und 3 so bestimmt 
werden, dass 
t u h 
Deere 
oder 
( FD) = DR 3 p)?) Sk 


wird, und es können « und ß nicht beide Null sein, weil 
diese Annahme mit (e) im Widerspruche stehen würde. 


*) Theorie des Nombres, Tome I, Page 203. 
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Um der vorstehenden Ungleichheit zu genügen, be- 
stimme man, wenn D nicht gleich 5 ist, die ganzen Zahlen 
«® und % so, dass sie den Ungleichheiten 


0x —ep<5 


0x(u — Pp) 5 
für D = 5 aber den Folgenden: 
5 <(t—a.p)<p 


0x (a PPXy 
Genüge leisten. 

Diese Bestimmung von «» und 5 wäre fürrD=5 
(mod. 8) in dem einzigen Falle unmöglich, wenn 

„+, vı=545 vo+rrtange 
oder 

tHuYyD=pt+4sYD+S +SvVD 
also t und u durch B theilbar wären. Da aber t zu w 
relative Primzahl, so müsste - — 1, also 
doch in diesem Falle p > 2 vorausgesetzt wird. 

Da nun in Folge der Gleichung (d) p ein Theiler 
von t? — Dw?, so ist t — xp)? — D (u — Bp)’ en 
Vielfaches von p. 

Setzt man daher der Kürze halber t — 7? er 
u — ßp= u‘, so erhält man 

v2 —- Due? .opg ... 0 
wo q’ <p wird. 

Da t und u mit p keinen gemeinschaftlichen 'Theiler 
haben, so müssen t‘ und u‘ von Null verschieden und 
relative Primzahlen zu p sein. Da D kein Quadrat, so 
muss daher auch q‘ von Null verschieden sein. | 

Ist nun die zweigliedrige Zahl’ +, D keine 
Stammzahl, so kann man nach I. 7 | 


u no ae er. 


+WrD=4?D% (de Hu“ yD) 
setzen, wo t” — u‘ 7 D eine Stammzahl, A= 0 oder 1, 
und A zu p relative Primzahl ist, 

Man findet daher: 

3 2 Das aa (21 DA Du opg‘ 
und es muss 
ei ed: p4 he 
so dass man erhält: 

we Du Znepg: 
wo jetzt t“ — u“ af D eine zweigliedrige Stammzahl 
und o <q” <p ist, 

Wir dürfen daher, sobald die positive Zahl p die 
Norm einer zweigliedrigen Stammzahl t + us D theilt, 
in der Gleichung (d) o < q < p annehmen. | 

Setzen wir nun p als Primzahl voraus, so werden 
wir zeigen, dass aus der Gleichung (d), im Falle > a 
ist, eine andere t‘? — Du’? == spq‘ abgeleitet werden 
kann, in welcher die Stammzahl t? + w ı/ D der Un- 
gleichheit o < q’ <q Genüge leistet. 

Da nämlich q in Folge der Gleichung (d) ein Theiler 
von t? — Du? ist, so kann man nach dem Vorhergehen- 
den, sobald q > a, setzen: 

t— eg? - Du? —esau...e) o<SE<xıa 

Multiplieirt man die Gleichungen (d) und (g) mit 
einander, dividirt durch q und setzt der Kürze halber 

op—-et+Du=et,au—bt mu, 
so folst 
ur Duss—jopg: Mai. V Ur < PD. 

Aus dieser Gleichung schliesst man, dass t’ und u‘ 
von Null verschieden und durch p nicht theilbar sind. 
Im andern Falle wäre t? — Dw? also opq‘ durch p%, 
somit q’ durch p theilbar, was der letzten Ungleichheit 
widerspricht. 

Ist nun t‘ + uw‘ „7 D eine abgeleitete Zahl, so findet 
man ganz auf dieselbe Weise wie vorhin aus der letzten 
Gleichung eine andere t“? — Du‘? = opq‘‘, in welcher 


N 


t“ + uw” 47 D eine Stammzahl ist. Die Behauptung ist 
daher gerechtiertigt. 
Aus der Gleichung 
rt — De = 0opq4...0<g <parsaa 


leitet man daher der Reihe nach die folgenden ab: 


2 — DWiuze.opg' „..21.0S0..00 
+42 _- Du — pgq“ HS & el Re q‘ : q“ „a 
Be DIN Ale a Rd a 
VE — DU Zope >»a 


Da die Reihe der positiven von Null verschiedenen 
Zahlen q, 9%, q%,.... nicht ins Unendliche fortgehen 
kann, so muss man schliesslich auf eine Gleichung 


* — Dun? = 0P4n .12..0 < 00° Kon 
gelangen, wodurch der Satz bewiesen ist. 
Für D= —1,—2, 2, 3 erhält man daher 
+p = t — Du fürD = — S’oder Foerge 


+p=t — Da oder + 2p = 2 Dur Dose 
in diesem Falle p > 2, also ungerade, so ist die letzte 
Gleichung unmöglich und man gelangt daher stets zu der 
Gleichung +-p =t? — Du?, wo das Zeichen auf der linken 
Seite passend zu wählen ist. Fr D=—1, —2 —3 
ist immer das positive Zeichen, für D —= 2, 5 kann so- 
wohl das obere als auch das untere Zeichen gewählt wer- 
den. Denn aus der Gleichung 
przartlze an? 
schliesst man 
ps (6 4. >u)l 2 zutte 
ebenso ergibt sich aus der Gleichung 
p=t? — 5u 
die andere 
— pr tr Sur Bu 92 
Für D= 3 ist aber bald das obere, bald das untere 
Zeichen zu nehmen. 
Wir wollen aus dem soeben bewiesenen Satze einige 
für das Folgende wichtige Folgerungen ziehen. 


Da jede ungerade Primzahl, (D) ausgenommen, welche 
die Norm einer Stammzahl theilt, selbst Norm einer 
Stammzahl ist, so erhält mam leicht folgende Tafel, in 
welcher für die 6 Determinanten — 1, +2, +3, +5 
die Linearformen der Primzahlen aufgeführt sind, welche 
Normen von Stammzahlen nicht theilen können und auch 
die Linearformen der Primzahlen, unter welchen die 
Theiler solcher Normen zu suchen sind. 


Linearformen für die Theiler und Nichttheiler der Normen 
von Stammzahlen. 


Bye | 
| Determi- | Determi- | Nichttheiler. | Theiler. 
| nante. | 
h ei ın+3 | An+1 
Be Ana | 8n +13 
| — 3 | ‚6'107 > 6n-+1 
2 8n + 3,5 8n +1 7 
3 190-657 Bart 
5 10n +5,7 10n + 1,9 
Für D = 5 wird man z. B. behaupten können: 


Keine Primzahl von der Form 40n + 3 oder 
40n + 7 kann die Norm einer Stammzahl theilen. 

Nur Primzahlen = 1, 9 (mod. 10) können Divisoren 
der Normen von Stammzahlen sein. 

Die Frage, ob jede Primzahl von der Form 10n +1 
oder 10n + 9 auch Divisor der Norm einer Stammzahl 
ist, wird im Laufe der Untersuchung (XV) bejahend be- 
antwortet werden. 

1) Ist q eine von (D) verschiedene Primzahl und 
Nichttheiler der Normen von Stammzahlen, ferner q« die 
höchste Potenz von q, welche die Norm der zweigliedrigen 
abgeleiteten Zahl t 4 u Y°D theilt, so ist x gerade und 


die Elemente t und u Vielfache von q nr 


SIDE 


2) Multiplieirt man beliebig viele Primzahlen von der 
Form der Theiler, so hat das Produkt immer wieder die 
Linearform eines Theilers. ° 

3) Eine zusammengesetzte Zahl von der Linearform 
der Nichttheiler muss daher wenigstens eine Primzahl als 
Factor enthalten, welche die Linearform der Nicht- 
theiler hat. 

4) Jede einfache oder zusammengesetzte Zahl von der 
Linearform der Nichttheiler ist daher Nichttheiler der 
Normen von Stammzahlen. 


EV. 


Von den complexen Einheiten. 


Die zwei Einheiten = 1 der reellen Zahlen sind so 
beschaffen, dass jede Zahl durch dieselben theilbar ist. 
Da die complexen Einheiten gleiche Eigenschaft besitzen 
müssen, so sind —= 1 reelle eingliedrige Einheiten in 
jedem complexen Systeme und die einzigen dieser Art. 
Die Normen dieser Einheiten sind gleich — 1. 

Ist (D) > 1 so gibt es keine eingliedrigen irratio- 
nalen Eirheiten, für D = — 1 aber zwei, nämlich —4 i 
und — i. 

Um die zweigliedrigen complexen Einheiten zu finden, 
sei E eine solche und H eine beliebige complexe Zahl, 
so muss nach 1.5. N H theilbar sein durch N E, wie 
auch H angenommen werden mag; dieses ist nur möglich, 
wenn®N BR = ze. 

Zahlen von der Norm — 1 sind somit als complexe 
Einheiten zu betrachten. 

Hieraus folgt: 

1) Jede einer Einheit E conjugirte Zahl Eı ist eine 
Einheit. 

\ 2) Ist E eine Einheit, so muss auch — E eine 


IE sein. 


Rn 
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3) Wenn man beliebig viele Einheiten durch Multipli- 
cation und Division verbindet, so ist das Resultat wieder 
eine Einheit. 

4) Für eine negative Determinante gibt es keine 
zweigliedrigen Einheiten. 

5) Da aber die Pell’sche oder Fermat’sche Gleichung 
t?— DW = + 1 für jede positive ganze Zahl D, 
Quadratzahlen ausgenommen, in ganzen Zahlen t und u 
gelöst werden kann, so gibt es für jede positive Deter- 
minante, die kein Quadrat ist, zweigliedrige Einheiten von 
positiver, aber nicht immer auch solche von negativer 
Norm. 

6) Wenn D eine Primzahl = 1 (mod. 4), so gibt 
es immer Einheiten mit negativer Norm *). 

7) Ist aber D eine Primzahl = 3 (mod. 4), so gibt 
es nach III nur Einheiten von positiver Norm. 

8) Damit Einheiten von negativer Norm existiren, 
darf nach III 4 die Determinante durch keine Primzahl 
von der Form 4 n + 3 theilbar sein; diese Bedingung 
ist aber nicht hinreichend. 

9) Wenn eine complexe zweigliedrige Einheit > 1 
ist, müssen beide Elemente derselben positiv sein. 

Snıax-+yy’Dundx + y y°D zei gleich- 
artige Einheiten, d. h. beide von der Norm + 1 oder 
beide von der Norm — 1, mit positiven Elementen, so 
heisst die erste einfacher als die zweite, wenn x <{ x‘ 
also auch y< y undx-+yrYrD<xw+yrYD. 
Wenn umgekeht xy rD<xw + y YD, » 
folet x < x‘, y < y’ und die erste Einheit ist einfacher 
als die zweite. 

10) Bedeutet e = a + by D die einfachste zwei- 
gliedrige Einheit mit positiven Elementen und positiver 
Norm, so sind alle complexen Einheiten mit gleichem 
Zeichen der Norm in der Formel (— 1)® e? enthalten, wo 


*) Legendre, Tome I. Page 65. 
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« und 3 beliebige positive oder negative ganze Zahlen, 
die Null nicht ausgeschlossen, sein können. 


Alle Glieder der zwei geometrischen Reihen: 


De a A ie I uns DE: krei he (A) 
A he in! (B) 


welche keine negativen Zahlen enthalten, sind complexe 


<4al thwendi 
Sb also nothwendig 


zweigliedrig und zwar müssen die Elemente in (B) beide 
positiv, in (A) aber das erste positiv, das zweite negativ sein. 

It E= t + uxD eine zweigliedrige Einheit 
mit positiven Elementen, so folgt: 


Einheiten von positiver Norm und 


-t-uYrD=(NM(b+tuyD)! 
t.— u. VD le a AD 
tn P Dee ira, De 


Gilt daher der Satz für eine Einheit mit positiven 
Elementen, so wird er für jede Einheit mit beliebigen 
Zeichen der Elemente richtig sein. 

Wir dürfen daher t und u als positiv voraussetzen. 
Wenn nun die complexe Einheit E, welche > e > 1 ist, 
mit keinem Gliede von (B) übereinstimmt, so muss die- 
selbe zwischen zwei unmittelbar aufeinander folgende 
Glieder dieser Reihe (e® — 1 auch als ein solches be- 
trachtet) fallen, so dass man erhält 


enFi >2’Er) en: also er» 


Da er > 1 eine complexe Einheit von der Norm 


en 2 


— 1, so ist dieselbe nothwendig zweigliedrig und ihre 
Elemente sind nach IV. 9 beide positiv. Die complexe 


zweigliedrige Einheit mit positiven Elementen ist 


daher < als die Einheit e gegen die Voraussetzung, und 
der Satz daher richtig. 

11) Wenn e die einfachste zweigliedrige Einheit mit 
positiven Elementen und negativer Norm bedeutet, so sind 


— 29 — 


BA EN NT, 
zweigliedrige Einheiten von negativer 
OLE A EN 00 
aber Pinheiten von positiver Norm und es ist e? die ein- 
fachste Einheit von positiver Norm und mit positiven 
Elementen. 
Wäre nicht e? sondern E die einfachste Einheit dieser 
Art, also 
1’< EN<e? 
so folgt 
L 
& 


2 
e 


E Eh 
Nun sind Br und 15 Einheiten von negativer Norm; 


da dieselben positiv und ihr Produkt gleich + 1, so 
müssen in der einen beide Elemente positiv, in der an- 
dern das erste negativ und das zweite positiv sein. Da 
ferner nach obigen Ungleichheiten jede < e, so wäre e 
nicht die kleinste Einheit von negativer Norm, was der 
Voraussetzung widerspricht. Ist E‘ irgend eine Einheit 
von negativer Norm und e die einfachste Einheit dieser 
Art, also e? die einfachste Einheit von positiver Norm, 


€ 1° u A > 
so wird Sr mit e” gleichartig und man kann daher nach 


IV. 10 = — (— Ne (e?)P, also EP — (1)ee2e+1 
setzen. Bedeutet ferner E‘ eine Einheit von positiver 
Norm, so erhält man nach IV. 10 


Er — (10 (ey — (1) e2 

12) Nennt man daher in allen Fällen E die ein- 
fachste Einheit von positiver oder negativer Norm mit 
positiven Elementen, so sind alle complexen Einheiten 
in der Form (— 1)“ E3 enthalten, wo « und ß beliebige 
positive oder negative ganze Zahlen sein können. 


BT 


13) Die Einheiten für die Determinanten 2, 3, 5, 
welche im Folgenden ihre Verwendung finden, sind daher 
in den Eormeln | 


Var Di rad Ir 
enthalten. Für D = 2 und 5 gibt es Einheiten von 
positiver und negativer Norm, für die Determinante 3 
aber nach IV. 7. nur Einheiten der ersten Art. 

14) Ist q irgend eine rationale Zahl, so gibt es für 
die positive Determinante D stets Einheiten, welche = i 
(mod. q) sind. Denn die Gleichung T? — DU: rar 
kann immer in ganzen Zahlen T und U aufgelöst werden, 
und wenn dieses geschehen, ist 

(T +V 432 D)° 
eine Einheit der verlangten Art. 

15) Bedeutet E” die einfachste zweigliedrige Einheit 
mit positiven Elementen, welche = 1 (mod. q), so sind 
alle Einheiten dieser Art in der Formel E* enthalten, 
wo k sowohl positiv als negativ sein kann. 

16) Auch für einen zweigliedrigen Modul a + bar D 
gibt es Einheiten, welche = 1 sind. Denn ist N die 
Norm des Moduls, so gibt es nach IV. 14 Einheiten E=1 
(mod. N), hieraus folgt aber EZ 1 (mod. a+-bxy D). 

17) Sind & und ß rationale Zahlen und hat die Un- 
gleichheit 


(« - 0° -26-9°)<1 
eine Auflösung in ganzen Zahlen x und y, so existiren 
immer unendlich viele. Denn setzt man « a en = 
wo p, q, r ganze Zahlen bedeuten, so folgt aus obiger 
Ungleichheit: 


(as N ER ): ) <q" 
Wenn daher der absolute Werth von L oder (L) <q”, 
so hat die unbestimmte Gleichung X? — DY’=L 


wenigstens eine Auflösung von der Eigenschaft, dass 
X Z — p und . =, — r (mod..9). 
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Setzt man ” YrD=-KX-+-YyD) Es 
wo Ez = 1 (mod. q), so foltX?—- DY?”==L und 
X+-YyrD=zX+YvD(md ga X-eX = 
—p, Y=Y= — r (mod. ql Es ist daher auch 
x = X,Y = Y’ eine Auflösung obiger Ungleichheit. 

Dadurch ist die Behauptung in II gerechtfertigt, dass 
innerhalb des krummlinigen Viereckes, welches von den 
zwei conjugirten Hyperbeln gebildet wird, deren Gleichungen 


G- 9? —-Da-g:=+1 


sind, auch unendlich viele Gitterpunkte liegen können. 


V, 
Gruppen complexer Zahlen. 


Alle zweigliedrigen Einheiten bilden eine Gruppe von 
Stammzahlen. 

ist m eine complexe Zahl der Determinante D, keine 
Einheit, und E die allgemeinste Einheit dieses Systemes, 
so sind alle Zahlen von der Form Em als nicht wesentlich 
von einander verschieden zu betrachten und wir sagen, 
dieselben gehören ein und derselben Gruppe an, die wir 
mit (m) bezeichnen wollen. 

„1) Bedeutet m‘ irgend eine Zahl der Gruppe (m), so 
enthalten (m) und (m‘) nach IV. 5 dieselben Zahlen und 
sind als identisch zu betrachten. 

Aus der Definition der Gruppe erhält man sogleich: 

2) Zahlen derselben Gruppe haben (abgesehen vom 
Zeichen) gleiche Normen. 

3) Wenn eine zweigliedrige Zahl theilbar durch ihre 
‚conjugirte ist, so gehören beide derselben Gruppe an. 

4) Ist von 2 complexen Zahlen jede ein Divisor der 
andern, so sind dieselben Glieder derselben Gruppe. 

5) Gibt es in einer Gruppe eine Stammzahl, so sind 
alle zweigliedrigen Zahlen der Gruppe Stammzahlen. Eine 
solche Gruppe soll Stammgruppe genannt werden. 
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6) Da nach I. 7 jede zweigliedrige Zahl das Produkt 
einer eingliedrigen Zahl und einer Stammzahl ist, so lässt 
sich jede Gruppe aus einer Stammgruppe durch Multipli- 
cation mit einer eingliedrigen Zahl ableiten. 

7) Jede Gruppe, welche eingliedrige Zahlen enthält 
ist nach V. 1 aus der Stammgruppe der Einheiten durch 
Multiplication mit der eingliedrigen Zahl abgeleitet. 

8) Von den Stammgruppen enthält blos diejenige der - 
Einheiten eingliedrige Zahlen, alle übrigen können zwei- 
gliedrige Stammgruppen genannt werden. 

9) Enthält eine Gruppe (m) eingliedrige Zahlen und 
ist (D) > 1, so sind dieselben an der Zahl zwei, nämlich 
m‘ und — m’ fürD = — 1 wird ihre Anzahl 4, näm- 
lich + m, — m‘, 4 m‘i, — mi. 

Wir unterscheiden nun die zwei Fälle, je nachdem 
die Determinante negativ oder positiv ist. 


a) Negative Determinante. 


10) Wenn (D) > 1, so enthält die Gruppe (m) nur 
die zwei Zahlen m, — m; für D= — 1 hingegen 4: 
m, mi, — m, — mi. 


b) Positive Determinante. 


11) Für eine positive Determinante ist die Anzahl 
der Glieder der Gruppe (m) immer unendlich gross, und 
es lassen sich dieselben in zwei nach beiden Seiten un- 
begrenzten geometrischen Reihen anordnen. Gibt es nur 
Einheiten von positiver Norm und ist e die einfachste 
Einheit mit positiven Elementen, eı ihre conjugirte, so 
erhält man die zwei Reihen: 


En EAN m eı?, meı?, meı, M, me, me: mes 
a k — ma, —maı, — ma, —m —me, —me?, —me®,.... 
welche alle Zahlen der Gruppe enthalten. Die Normen 
dieser Zahlen haben alle gleiches Zeichen. 

Gibt es aber auch Einheiten von negativer Norm und 


ist e die einfachste mit positiven Elementen, eı ihre con- 


RUHE Se 


jugirte, so sind die zwei Reihen, welche die Gruppe 
bilden: 


a. — meı?, + me®, —meı, m, me, me?, me®,.... 
Dans} + meı?, — meı?, mei, —m, — me, —me?, —me®,..,, 
Die Normen dieser Zahlen sind abwechselnd positiv 

und negativ. 

12) Die obige Gruppe, deren allgemeines Glied 
—-mee, lässt sich in zwei Theilgruppen so zerlegen, dass 
jede dieser letzten nur Zahlen von gleichem Zeichen der 
Norm enthält. Ist nämlich m eine Zahl von der Norm 
+ N, so wird me —= m’ eine Zahl von der Norm — N 
und man erhält, wenn e?—=. gesetzt wird, als allgemeine 
Glieder der Theilgruppen = m e« und = m‘ se, Die 
erste enthält alle Zahlen von der Norm + N, die letzte 
alle Zahlen von der Norm — N. Enthält eine Gruppe 
nur Zahlen von positiver oder nur solche von negativer 
Norm, so reducirt sich die Theilgruppe mit entgegen- 
gesetztem Zeichen der Norm auf Null. 

Wir führen noch folgende Sätze an: 

13) Im Falle es keine Einheiten von negativer Norm 
gibt, können zwei Zahlen, wovon die eine die Norm 
+ N, die andere die Norm — N hat, nicht in dieselbe 
Gruppe gehören. 

14) Sind die Normen der zweigliedrigen Zahlen m — 
x+yv D, m'’=x‘ + y’ır D, abgesehen vom 
Zeichen, gleich einer Primzahl N, welche D nicht theilt, 
so gehören m und m’ oder m und mı = x’ --y'ır D 
in dieselbe Gruppe, und haben die Normen entgegen- 
gesetzte Zeichen, so gibt es Einheiten von negativer Norm. 

Aus den zwei Congruenzen 

x? — Dy?= 0 (mod. N) 
x‘? —_ Dy’®= (0 (mod. N) 
folgt: 
D@y-— xy)(&y-+ xy)= 0 (mod. N). 

Bei passender Wahl des Zeichens ist daher x y—=xy‘ 

durch die Primzahl N theilbar. 


Da ferner 


(22 +.Dyy)' —D@y pay) 
so wird auch xx‘ = D y y‘ durch N theilbar und 


IRRE? ENT 
— a) — = = J; 
un. 


Es ist daherx—+yıf D theilbar durch x’ =y’ıf D 
und der Quotient eine Einheit und insbesondere eine von 
negativer Norm, wenn die Normen von m und mı ver- 
schiedenes Zeichen haben. Dieser Satz gilt nicht mehr, 
wenn N eine zusammengesetzte Zahl bedeutet. 

15) Ist die positive Determinante D, welche keinen 
quadratischen Factor enthält, von der Form 4 n + 3, so 
gibt es nicht gleichzeitig Zahlen von der Norm + N und 
— N, wenn N mit D keinen gemeinschaftlichen Theiler hat. 

16) Wenn x’ + y/'yY D a Zahl der Gruppe 
(x +yv D), so gehört x° — y‘ x’ D in die Gruppe 
(x — y Y D, und umgekehrt. 

Die zwei Gruppen x + yı’ DJ, x — yvyYD) 
haben also die Eigenschaft, dass jede Zahl der einen 
Gruppe in der andern ihre conjugirte hat und können 
daher conjugirte Gruppen genannt werden. 

17) Zwei conjugirte Gruppen sind im Allgemeinen 
nicht identisch; wenn dieses aber der Fall ist und also 
jede Zahl der Gruppe auch von ihrer conjugirten begleitet 
wird, so sagen wir, die Gruppe ist sich selbst conjugirt. 

Die Stammgruppe der Einheiten, sowie die daraus 
durch Multiplication mit eingliedrigen Zahlen abgeleiteten 
sind von dieser Beschaffenheit. 

18) Für eine negative Determinante (D) > 1 enthält 
jede Gruppe nur zwei Zahlen, und ist sich selbst con- 
Jugirt, wenn diese Zahlen eingliedrig sind, im andern 
Falle aber nicht. 

19) Für D— — 1 erhäit man 2 Gruppen von 
dieser Eigenschaft, nämlich die Gruppe der Einheiten (i) 
—= (— ij) und die Stammgruppe +) = (1 —). 
Aus denselben werden durch Multiplication mit einglied- 


a 


rigen Zahlen alle sich selbst conjugirten Gruppen ab- 
geleitet. 

20) Wird für eine beliebige Determinante die Norm 
einer zweigliedrigen Zahl gleich = 2, so ist die Gruppe 
sich selbst conjugirt; für negative Determinanten ist dieses 
nur für D= — 1 möglich. 

21) Wenn D eine positive Primzahl und (aA-+-bvD) 
. eine Stammgruppe, die sich se)bst conjugirt ist, so findet 
man als nothwendige und genügende Bedingung 

22 — DB -+41,—&2 

Für a? — Db’= = 1 erhält man die sich selbst 
conjugirte Stammgruppe der Einheiten. Für den zweiten 
Fala®—- Db?==2, muss D eine ungerade Prim- 
zahl, ferner a und b beide ungerade, also D = 3,7 
(mod. 8) sein. 

22) Ist daher D = 1,5 (mod. 8), so gibt es ausser 
der Stammgruppe der Einheiten keine sich selbst conju- 
girte Stammgruppe. 

23) Wenn aber D = 3 (mod. 8), so gibt es eine 
Stammgruppe von der Norm — 2, aber keine von der 
Norm — 2. (V. 15.) | 

24) Wird D = 7 (mod. 3), so gibt es eine Stamm- 
gruppe von der Norm + 2, aber keine von der Norm 
RAN. 15) *). 

Für D=5 sind z. B. die sich selbst conjugirten 
Stammgruppen diejenige der Einheiten ? -Y 3) = 
(2? — y 3) und die von der Norm — 2, nämlich 
eye eig) 

Für D = 2 oder 5 gibt es ausser der Gruppe der 
Einheiten und den davon abgeleiteten keine andern, die 
sich selbst conjugirt sind. 

25) Wenn D keine Primzahl und > 2, so kann 
man aus jeder Auflösung der Fermat’schen Gleichung 
t?— Du? =-+-1 eine Stammgruppe ableiten, die sich selbst 
conjugirt ist. Es bedeute nämlich 3 den grössten gemein- 


*) Legendre, Tome I, page 65 & 66. 


A 


schaftlichen Theiler von 1 + t und u, wo das Zeichem 
von t so gewählt werden muss, dass 1 —+ t durch D 
nicht theilbar ist, so wird 


1+t u 
ee) 


eine sich selbst conjugirte Stammgruppe. 

Der Satz (21) kann allgemeiner auf folgende Weise 
ausgedrückt werden: 

26) Wenn azu b D relative Primzahl und (a—+bıD) 
eine sich selbst conjugirte Stammgruppe ist, So 
muss a? — Db? = +1, + 2 sein. Wenn aber zwar 
a zu b, aber nicht a zu D relative Primzahl ist, und A 
die grösste Zahl bedeutet, welche a und D zugleich theilt, 
so wird die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür a? — Db? = + x, wo ua ein Divisor von 24 
bedeutet. 


vI. 
Von den Repräsentanten der Gruppen. 


Da eine Gruppe complexer Zahlen durch irgend eine 
derselben bestimmt ist, so wäre es nicht ganz gleichsgiltig, 
welche Zahl man zum Repräsentanten für die Gruppe 
wählt, wenn es möglich wäre in allen Fällen etwa eine 
solche Wahl zu treffen, dass das Produkt beliebig vieler 
Repräsentanten wieder eine solche Zahl ist und dass die 
conjugirte Zahl der Repräsentant der conjugirten Gruppe 
wird. 

Da dieses aber in den wenigsten Fällen möglich, so 
kann man bei jeder Untersuchung seine Wahl dem jedes- 
maligen Zwecke entsprechend treffen. 


a) Negative Determinante. 


Wir werden uns hier auf einige Andeutungen für 
D= — 1, — 2, — 3 beschränken. 


Baer re 


D= —1. 

4) Wenn a —+ bi zweigliedrig, so gehören in die 
‘Gruppe (a + bi) folgende 4 Zahlen: 

atbi, -—b-+ai,—a-—bi, +b — ai, von 
welchen eine beliebige zum Repräsentanten der Gruppe 
gewählt werden kann. 

Ist a + b ungerade, so wählt man mit Vortheil die- 
jenige der 4 Zahlen der Gruppe zum Repräsentanten, bei 
welcher das erste Element ungerade und = 1 (mod. 4) 
und das zweite Element gerade ist. Man nennt diese 
Zahlen primär und bei einer solchen Wahl der Repräsen- 
tanten ist dann der erwähnte Vortheil erreicht. 

D= — 2, 

2) Bedeutet a+-bı — 2 eine zweigliedrige Stamm- 
zahl, a ungerade und b gerade, also die Norm = 1 
(mod. 8), so wählt man zum Repräsentanten der Gruppe 
(a—+ by’ — 2) diejenige von den zwei Zahlen a+bı —2, 
— 2 — by — 2, in welcher die Summe, also auch 
die Differenz der Elemente = 1 (mod. 4) ist. 

Sind aber die Elemente a und b beide ungerade, 
also die Norm = 3 (mod. 8), so kann man zum Reprä- 
sentanten der Gruppe diejenige Zahl wählen, in welcher 
das zweite Element =1 (mod.4). Im ersten Falle findet 
dann dieselbe Bequemlichkeit statt, wie für die primären 
Zahlen der Determinante — 1. 


D= —3. 

3) Wenn in der zweigliedrigen Stammzahl a—-bı —3 
a gerade b ungerade, so ist a von der Form 12n + 2, 
+ 4, also a? = 4 oder 16 (mod. 24) und a? + 3b?=7 
oder 19 (mod. 24). 

Ist die Norm = 7 (mod. 24), so wähle man die- 
jenige der zwei Zahlen a+#+bı  —3, —a— br —3 
zum Repräsentanten, in welcher das zweite Element = 1 
(mod. 4); wenn aber die Norm = 19 (mod. 24), so 
nehme man das zweite Element = 3 (mod. 4). 


a 


Wenn dagegen a ungerade, b gerade, so st a=+f1 
oder + 5 (mod. 12), also a? von der Form 24 n +4; 
je nachdem nun b — 4n oder An — 2 wird die Norm 
—= 1 oder 13 (mod. 24). In diesem Falle wähle man 
in der stellvertretenden Zahl das erste Element = 1 
(mod. 4) und es haben alsdann diese Repräsentanten die- 
selbe Eigenschaft wie die primären Zahlen der Deter- 
minante — 1. 


b) Positive Determinante. 


In diesem Falle kann man zum Repräsentanten 
einer beliebigen Gruppe (x + yy D) = (m) eine zwei- 
gliedrige Zahl mit positiven Elementen m’ —x‘’ + y’ıD 
wählen, welche einzig in ihrer Art ist, und deren Elemente, 
je nachdem die Gruppe nur Zahlen von positiver oder 
nur solche von negativer Norm enthält, der Ungleichheit 
Du 
Mn 


u .. . .. 
ae Er X’, „oden.x = v’ Genüge leisten. Enthält 


die Gruppe Zahlen von positiver und negativer Norm, so 
gibt es einen Repräsentanten für die Theilgruppe von posi- 
tiver Norm, welcher der ersten Bedingung genügt und 
einen Repräsentanten für die Theilgruppe von negativer 
Norm, der die zweite Bedingung erfüllt. Das Gleichheits- 
zeichen gilt für die Repräsentanten solcher Gruppen, 
welche zwei eingliedrige Zahlen enthalten, 

Um diesen Satz zu beweisen, unterscheiden wir die 
zwei Fälle, je nachdem die Gruppe nur zweigliedrige oder 
ausser solchen zwei eingliedrige Zahlen enthält. 


«) Repräsentanten von zweigliedrigen 
Gruppen. 


Wir dürfen annehmen, es sei x positiv, weil die 2 
Gruppen x+- yv D), - x— yv D) nach V.4 
identisch sind. Wir werden ferner y als positiv voraus- 
setzen, da nach Behandlung dieses Falles der andere 
keine Schwierigkeit darbietet. 


u ap 


‚Ist daher x + yıD = m eine zweigliedrige Zahl 
mit positiven Elementen und der positiven Norm N, und 
setzen wir voraus, es gebe nur Einheiten von positiver 
Norm und eg sine=t u D >], 
eı =t — u,f:D <4i die einfachsten derselben, wo 
t und u beide positiv sind, so bilden alle Zahlen der 
Gruppe zwei geometrische Reihen, die nach beiden Seiten 
in’s Unendliche fortschreiten mit dem gemeinschaftlichen 
Exponenten e, nämlich: 


2 
‚meı”+1, meı”, meıv»—1.. .meı®, meı”, mei, +m, 
me, me?, me’, ....A+B. 
3 2 
error) ma”, —mea’—1,,.— me :— meı, —meı,—m 
— me, —nıe?, —me?. 


Die erste Reihe enthält alle positiven, die zweite 
alle negativen Zahlen. Die Elemente dieser letztern 
können daher nicht beide positiv sein. Wir wollen die 
erste Reihe näher betrachten. In der einen Hälfte B 
haben beide Elemente das positive Zeichen, in der andern 
Hälfte A dagegen sind die ersten Elemente in Folge un- 
serer Voraussetzungen nothwendig positiv, während die 
zweiten positiv oder negativ sein können. Da nun die 
Glieder der Reihe A in’s Unendliche abnehmen, so muss 
man zu einem Gliede meı” gelangen, in welchem das 
zweite Element negativ ist. Man darf zu diesem Zwecke 
den Exponenten » nur durch die Ungleicheit 


ma’<1+ Y D 


bestimmen. 
Es sei meı” das erste Glied dieser Art, also in 
allen vorhergehenden meır —1, mar — 2, ... die 


beiden Elemente positiv, so ist inallen folgenden Gliedern 
‚.. M&” 3, me” +2, meı ”+ 1 das erste Element 
positiv, das zweite negativ. | 
Setzt man nun ma”’—l1—x’+yyYD, wo x 
und y’ positiv, so folst 
me ’=- “+ yırD(t—ıuyfYD = 


tx’ — Duy’ — (u Be vY D, also ’ < — X. 


u OR RE 


Ist x +y’ır D ein anderes Glied mit positiven 
Elementen, so sind in dem Folgenden beide Elemente 


positiv, also y’ > Se 


Da in der zweiten Reihe, welche die negativen Zahlen 
enthält, keine Zahlen vorkommen, deren beide Elemente 
positiv sind, so folgt: 

4) Es gibt in einer Theilgruppe von positiver Norm 
ein aber auch nur ein Glied x’ y’y D mit positiven 
Elementen, in welchem 


Te 
<ctYyN,y<uyN | 


Aus dem Vorhergehenden schliesst man nun leicht: 

5) Ist x’ + y’s/ D der Repräsentant der Theilsruppe 
(x-+y./ D) von positiver Norm, wo x und y beide als 
positiv vorausgesetzt werden, so wird der Repräsentant 
der eonjugirten Theilgruppe (x — yvV = von positiver 
Norm gleich sy” D=(x — yyYD),(ttuyD) 
wo t+u,/ D die einfachste Einheit mit positiven Ele- 
menten und positiver Norm bedeutet. | 

Ist x+y./ D eine Stammzahl und x+y,y D= 
(x—yv D), d. h. die Gruppe sich selbst conjugirt, 
daher x?— Dy’= +2 undD=[71 (mod. 8), so 
erhält man “+ y’ D=x“ + y“,/ D und hieraus 


x—-/ft+1,y= ot 


Hierdurch wird die einfachste zweigliedrige Einheit von 
+ Norm durch die einfachste Auflösung der Gleichung 
x? — Dy’’=+ 2 gefunden *). 

Nehmen wir an, es sei die Norm vnx-ty’yf D 
negativ, während alle übrigen Voraussetzungen bestehen 
bleiben, so folgt auf dieselbe Weise: 


also 


oder t—=x” — 1,u=x’y“ 


*) Legendre, Tome I, page 66. 
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6) Es gibt in einer Theilgruppe von negativer Norm 
eine einzige Zahl x’ y‘ N D mit positiven Elementen, 
welche den Ungleichheiten 


SUN DN, Yo 
Genüge leistet. 
aAst x + y’v° D der Repräsentant der Gruppe 
(x Eaf, D) von negativer Norm, so erhält man 
x“ +y'"vD=r+ryfvD (t+uyvD) 
als Repräsentanten der conjugirten Gruppe (x 4. yafı D). 
Wenn x+yyD eine Stammzahl und die Gruppe 


sich selbst conjugirt ist, also x ?— Dy’——2 und 
DZ=3 (mod.8), somus x’+y"Yr ’D=x-+yyY°D 
und hieraus erhält man N t—1,y = en 

A vt—t 


oder t= x’° +1, u= x‘ y‘, woraus derselbe Schluss 
zu ziehen ist wie in 5. 

8) Gibt es auch Einheiten von negativer Norm, so 
kann man nach V. 12. die Gruppe, deren allgemeines 
Glied = me“, in zwei Theilgruppen zerlegen, deren all- 
gemeine Glieder + ms« und + m‘s« sind. Die erste 
enthält alle Zahlen von positiver, die zweite alle von 
negativer Norm. 

In der ersten Theilgruppe gibt es daher ein und nur 
ein Glied, x’ + y’/ D mit positiven Elementen, welches 
die Bedingungen (h) und ebenso in der zweiten Theil- 
gruppe ein einziges Glied x“ + y“ y?° D mit positiven 
Elementen, welches die Ungleichheiten (i) erfüllt, worin 
t—u I D die einfachste Einheit mit positiven Elementen 
und positiver Norm bedeutet. 

Ist x + y‘ YD der Repräsentant der Theilgruppe 
von negativer Norm, so dass also x‘ und y‘ den Bedin- 
gungen (i) Genüge leisten und x + vol D der Reprä- 
sentant der Theilgruppe von positiver Norm, so dass x‘ 
und y‘ die Ungleichheiten (h) erfüllen, so ist, 

+yy D=ecw4yy Det+uy D 
wo t’—u‘y?D die einfachste Einheit mit positiven Ele- 


U 


menten und negativer Norm bedeutet und das Zeichen 
auf der linken Seite so zu bestimmen ist, dass y’ positiv 
wird. Man kann daher auch schreiben 
x — - Er + Du 
y_-(ty—.ux) 
Aus dem Vorhergehenden schliesst man nun leicht: 
10) Der Repräsentant einer Theilgruppe von positiver 
oder negativer Norm + N liefert die einfachste Auflösung 
der Gleichung x? — Dy? = + N in positiven ganzen 
Zahlen. Die einfachste Auflösung ist aber nach IV die- 
jenige, in welcher x und daher auch y ein Minimum ist. 


ß) Repräsentanten von solchen Gruppen, 
welche zwei eingliedrige Zahlen enthalten. 


Am einfachsten wählt man hier eine der eingliedrigen 
Zahlen zum Repräsentanten der ganzen Gruppe und dieses 
soll, wenn nicht ausdrücklich das Gegentheil bemerkt 
wird, im Folgenden stets angenommen werden. 

Wir haben aber zu zeigen, dass es in der Theilgruppe, 
welche alle Zahlen von positiver Norm enthält, eine ein- 
zige zweigliedrige Zahl x’ + y’ ıf D gibt, für welche 


y‘ —=— x‘. Die eingliedrigen Zahlen sind hier nothwendig 


reell und wählen wir als einstweiligen Stellvertreter die 
positive, soist x(t+-uyf D)=x’-+ y’ıf D der gesuchte 
Repräsentant. | 

In der Theilgruppe, welche alle Zahlen von negativer 
Norm enthält, sind die zwei eingliedrigen Zahlen von der 
Form +yy°D. Wählen wir zum Repräsentanten die- 
jenige mit positivem zweiten Elemente yy D, so erhält 
man: 

yyYy Dt+uvrD)=x+tyyD 

als Repräsentanten der Gruppe, welcher der Gleichung 
tx’—- Duy’ genügt und der einzige in seiner Art ist. 

141) Sind x + y’yD, x“ -+y“ır D die Repräsen- 
tanten zweier (sruppen und genügen in beiden Zahlen 
ddie Elemente den Ungleichheiten (h) oder in beiden den 
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Ungleichheiten (i) und haben im ersten Falle beide Nor- 
men das positive, im zweiten beide das negative Zeichen 
und ist nicht x’ + y’ı D identisch gleich x’ + y“ı D, 
so müssen die zwei Gruppen nothwendig von einander 
verschieden sein. Denn im entgegengesetzten Falle gäbe 
es in einer Theilgruppe zwei Zaklen, welche den Ungleich- 
heiten (h) oder (i) genügen, was mit (4) und (6) im 
Widerspruche steht. 

Für viele Untersuchungen, wie in VII, ist es von 
grosser Wichtigkeit die Repräsentanten so zu wählen, wie 
hier gelehrt worden; in andern Fällen hat eine solche 
Wahl aber gar keinen Vorzug, um so vielmehr, als diese 
Repräsentanten die Bedingung nicht erfüllen, dass das 
Product beliebig vieler stellvertretenden Zahlen wieder eine 
solche ist. 

Wir fügen noch einige Bemerkungen für die Deter- 
minante 2 bei. 

12) Ist a+-bır2 eine zweigliedrige Stammzahl von 
positiver Norm Sn +7, also a und b ungerade, so wähle 
man die Repräsentanten so, dass die zweiten Elemente 
gleichartig, d. h. alle=1 oder alle=3 (mod.4) werden. 
Wenn aber a ungerade, b gerade, also die positive Norm 
= 1 (mod.8), so wähle man die Repräsentanten so, dass 
die Summe, also auch die Differenz der Elemente = 1 
(mod. 4) wird. In dem letzten Falle haben dann die 
Repräsentanten die Eigenschaft der primären Zahlen der 
Determinante — 41, im ersten Falle aber nicht. 


Er». 3° Soon 


VI. 


Von der Anzahl der Gruppen, deren Normen, absolut 
genommen, die Zahl N nicht übersteigen. 


1) Für eine negative Determinante — D ist die Anzahl 
A der complexen Zahlen, deren Normen die Zahl N nicht 
übersteigen, eine endliche und es nähert sich das Ver- 


hältniss — für ein unendlich wachsendes N dem Grenz- 


werthe 


7m 

va 

Denkt man sich nämlich nach I. das quadratische 
Gitter, welches eine geometrische Uebersicht über sämmt- 
liche Zahlen des Systemes gibt, und stx+- yyY —D 
eine complexe Zahl, deren Norm=N, also x? + Dy’< N; 
so ergibt sich aus der geometrischen Deutung dieser Un- 
gleichheit, dass man zu unserem Zwecke das Gitter auf 
denjenigen Theil beschränken kann, der in die Fläche 
der Ellipse x + Dy? = N fällt. Da nun innerhalb 
dieser Ellipse, deren halbe Axen die Werthe 7 N und 
z N 
yD 
endliche Anzahl von Gitterpunkten liegen kann, so ist 
der erste Theil des Satzes bewiesen; der zweite ergibt 
sich aus einem bekannten Lemma von Dirichlet.*) 

2) Bedeutet A’ die Anzahl der verschiedenen Gruppen, 
welche nur solche Zahlen enthalten, deren Normen = N, 
so folgt 


ar haben und deren Inhalt daher ist, nur eine 


ge 
Ne WB D 
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wenn D>1; ist aber D=1, wird } = = für 


ein unendlich wachsendes N. 


*) Recherches sur diverses applications de l’Analyse infinitesi- 
male ä la theorie des Nombres Crelle XIX. 
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3) Für eine positive Determinante ist die Anzahl A 
der verschiedenen Gruppen, welche alle diejenigen com- 
plexen Zahlen enthalten, deren Normen, absolut genommen, 
die positive Zahl N nicht übersteigen, ebenfalls eine end- 


liche und das Verhältniss 2 nähert sich für ein unendlich 


N 
wachsendes N dem Grenzwerthe N wo 


t — u,fD die einfachste zweigliedrige complexe Einheit, 
bedeutet. 


Ist x + y Y D eine complexe Zahl, deren Norm 
absolut genommen = N also (x? — Dy?”) =N, und 
denkt man sich wieder das quadratische Gitter, welches das 
System geometrisch darstellt, und konstruirt man die zwei 
conjugirten Hyperbeln, deren Gleichungen X — Dy’=+N, 
deren Hauptscheitel auf den positiven Achsen A und A‘, 
und deren gemeinschaftlicher Mittelpunkt O, so ergibt 
die geometrische Deutung obiger Ungleichheit, dass man, 
um sämmtliche Zahlen der verlangten Eigenschaft zu 
finden, das Gitter auf denjenigen Theil reduciren kann, 
der die Fläche des krummlinigen Viereckes mit unendlich 
verlängerten Diagonalen bildet. 


Setzen wir nun voraus, dass es nur Einheiten von 
positiver Norm gebe, so können nach V. 13 zwei Zahlen 
m und m‘, wovon die erste de Norm -M=N, die 
zweite die Norm — M hat, nicht zu derselben Gruppe 
gehören. Bemerkt man nun, dass nach VI. 4 und 6 die 
Gruppe x + yy D), deren Glieder alle die positive 
Norm —+ M haben, eine einzige Zahl x’ + y'yY D mit 
positiven Elementen enthält, welche den Ungleichheiten (h) 
genügt, und dass in der Gruppe der Zahlen von der Norm 
— M ebenso eine einzige Zahl x“ — y“ af D mit posi- 
tiven Elementen vorkommt, die die Ungleichheiten (i) .... 
erfüllt, und konstruirt man die zwei Geraden, deren 
Gleichungen | | 


und 


sind, so kann man zur Bestimmung der Anzahl verschie- 
dener Gruppen von der verlangten Eigenschaft, das qua- 
dratische Gitter auf die zwei Sectoren OAB und O A’B’ 
beschränken, wo B und B‘ die Endpunkte der Durchmesser 
und b und b‘ ihre Projektionen auf die X und Y Axe 
bedeuten. Die Anzahl dieser Gruppen ist nach VI. 11 
gleich der Anzahl der Gitterpunkte, welche in diesen zwei 
Sectoren liegen, woraus zuerst hervorgeht, dass die Anzahl 
dieser Gruppen eine endliche sein muss. Als Coordinaten 
von B findet man 
x' 
y‘ 
und für diejenigen von B’ 
yurrmunne De 


U N 
y =tvV5 


tv’ N 
uy’N 


N 


Daher ist A0bB=A0bB 5 Ns t/u, deenen 


OBA+OBA'=Ntu— Segm. ABb — Seg. A’B’b’ = 


AyoN 3 
Nr da dsargzEuNnde. Rain 
vD v’N dyv?’ Dy—N 
= 


Aendert man im zweiten Integrale die Veränderliche 
durch die Substitution z = y Y° D, so ersieht man die 
Gleichheit dieser zwei Integrale. Setzt man die Summe 
der zwei Sectoren gleich s, so hat man also 


RE ae 
RA m ee 
und hieraus s = log. nat. E 


Es gebe nun zweitens auch Einheiten von negativer 
Norm. Bedeutet alsdann E die einfachste mit positiven 
Elementen und negativer Norm, also E? die einfachste mit 
positiven Elementen und positiver Norm, ferner m eine 
Zahl von der Norm —- M=N, so ist mE eine Zahl 
der Gruppe (m) von der Norm — M. Man kann daher 
in diesem Falle das Gitter auf denjenigen Theil reduciren, 
welcher innerhalb des Sectors OÖ A B liegt. Man erhält 
daher für den Raum des Gitters nur die Hälfte dessen, 
was für den vorigen Fall erhalten wurde, nämlich 
ST log. nat. E? = 7 nos nat. E. 

Der zweite Theil des Satzes ergibt sich dann wieder 
aus dem angeführten Lemma von Dirichlet. 

Im IH. Theile werden wir im Stande sein für die 
Anzahl der Gruppen, welche nur solche Zahlen enthalten, 
deren Normen absolut genommen kleiner als N sind, einen 
geschlossenen Ausdruck anzugeben. 


WEI, 


Von den Bedingungen der Theilbarkeit einer Zahl 
durch eine andere. 


1) Ist eine complexe Zahl theilbar durch eine rationale 
Zahl a, so müssen beide Elemente durch a theilbar sein. 

Wenn x’ + y‘ Nee + y“ FD (mod. m), 
so erhält man aus dem vorhergehenden Satze: 

2) Sind zwei complexe Zahlen congruent nach einem 
eingliedrigen rationalen Modul, so müssen die gleichartigen 
Elemente nach diesem Modul congruent sein. 

3) Sind zwei complexe Zahlen congruent nach einem 
eingliedrigen irrationalen Modul, so müssen die mit /D 
multiplicirten Zahlen congruent sein nach dem mit Y’D 
maltiplieirten und daher rationalen Modul. 


w; 


BR 


4) Ist eine zweigliedrige complexe Zahl theilbar durch 
vY D, so muss das erste Element durch D theilbar sein. 
9) Wenn x -+ y fD ein Vielfaches der zweiglied- 
rigen Zahl a—+ bırD ist und a und b den grössten 
gemeinschaftlichen Theiler K haben, so müssen vorerst: 
x und y beide durch K theilbar, und ausserdem muss: 


7 15 z yD ein Vielfaches von re - 2 y D sein, 


6) Sind zwei complexe Zahlen congruent nach einen: 
zweigliedrigen Modul m, dessen Elemente einen gemein- 
schaftlichen Theiler A haben, so sind die Zahlen vorerst: 


nach den Moduln A und ” congruent und die durch A 
getheilte Differenz der zwei Zahlen ist ein Vielfaches von 
dem durch A getheilten Modul m 


7) Ist die rationale Zahl A theilbar durch die zwei- 
gliedrige complexe Zahl g, also auch durch die conjugirte 
g‘, und sind die Elemente von g relative Primzahlen zu 
einander, so ist a ein Vielfaches von Ng. 

Hieraus folgt: 

8) Ist die rationale Zahl A theilhar durch die zwei- 
gliedrige complexe Zahl g, und haben die Elemente vong 


den grössten gemeinschaftlichen Theiler A, so ist : theil- 


A 
theilbar durch A N($). 

Um allgemeinere Sätze zu erhalten, bemerken wir 
vorerst, dass man nach (5) ohne der Allgemeinheit zu 
schaden, annehmen kann, dass die Elemente des Divisors 
relative Primzahlen zu einander sind. 

Die Zhlg=x-+ yYyD ist theilbar durch die 
zweigliedrige Zahllh = a-+ b ıD, deren Norm gleich 
N, wenn die zwei Congruenzen: 


bar durch n also 3 ein Vielfaches von x($), und A 


BBr. EM). 


X 
Se 


ax — Dby = o (mod. N) 
ay—bxZz= o (mod. N) 


— 


I 


erfüllt sind. 
Nun ist identisch für jeden Werth von x und y. 


bX+aYz= o (mod. N) 
aX-+DbY= o (mod.N). 
Ist daher Y == o (mod. N), so muss auch DX = 0 
(mod. N) und da vermöge unserer Voraussetzung b zu N 
relative Primzahl, nothwendig X = 0 (mod. N). 


9) Die nothwendige und genügende Bedingung für 
die Theilbarkeit der Zahllx+ yy’D durh a+b y’D 
ist daher, wenn a zu b relative Primzahl, ay=bx 
(mod. N). 

10) Wenn a + b ıD eine Stammzahl und a zu D 
relative Primzahl, so darf als hinreichende Bedingung der 
Theilbarkeit auch X = o (mod. N) genommen werden. 

11) Ist p zu N relative Primzahl im reellen Sinne 
und p(x + yyY°D) theilbar durch a + bı7D, deren 
Norm gleich N, so muss x + y 7 D ein Vielfaches von 
a- bı7D sein. Hieraus ergeben sich mit Hilfe von 
(7) andere Beweise der zwei vorhergehenden Sätze. 


12) Ist das Produkt zweier Zahlen t + uyD) 
(x + y v’D) theilbar durch a—+ b AD und die Norm 
des ersten Faktors relative Primzahl zur Norm des 
Divisors, so muss der zweite Faktor ein Vielfaches von 
a+byD sein. 


BERN Re 


IX. 
Gerade und ungerade Zahlen. 


Wir wollen eine complexe Zahl gerade oder ungerade 
nennen, je nachdem ihre Norm im reellen Sinne gerade 
oder ungerade ist. 


1) Die Einheiten sind für jede Determinante ungerade 
Zahlen. 


2) Die rationalen Zahlen verlieren dann auch im com- 
plexen Sinne ihren Charakter, gerade oder ungerade zu 
sein, nicht, und das Produkt zweier oder mehrerer Zahlen 
ist nach I. 4. ungerade oder gerade, je nachdem alle 
Faktoren ungerade sind oder nicht. 


3) Die Zahlen einer Gruppe sind daher alle gerade 
oder alle ungerade. 


4) Eine ungerade Zahl ist nur durch ungerade Zahlen 
theilbar. 


5) Für eine gerade Determinante ist eine complexe 
Zahl gerade oder ungerade, je nachdem das-erste Element 
gerade oder ungerade ist. 


6) Für eine ungerade Determinante ist eine complexe 
Zahl gerade oder ungerade, je nachdem die beiden Elemente 
gleichartig oder ungleichartig, d. h. nach dem Modul 2 
congruent sind oder nicht. 

Aus der vierten Relation in I. 4 schliesst man: 


7) Die Summe oder Differenz zweier ungeraden Zahlen 
ist gerade, | 


8) Die Summe oder Differenz einer geraden und einer 
ungeraden Zahl ist ungerade. 


9) Die Summe oder Differenz zweier geraden Zahlen 
ist gerade. 

Betrachten wir nun die geraden und ungeraden Zahlen 
insbesondere für die 6 Determinanten —1, #4, = 3,45. 


u 


10) Für die Determinanten — 2 kann man jede ge- 
rade Zahl auf die Form (VD) (t 4 ur D) bringen, 
wo t 4 uy’D eine ungerade Zahl ist. 

14) Für die Determinanten — 1 und + 3 gelten 
folgende Sätze: 

Die complexe Zahl a-- b y?°D ist theilbar durch 
die gerade Zahl 1 + FD, also auch durch die zu der- 
selben Gruppe gehörige conjugirte 1 — YD, wenn a und 
b beide gerade oder beide ungerade, also a b SL D 
eine gerade Zahl ist. 

Jede gerade Zahl a + b ırD dieser zwei Determi- 
nanten lässt sich daher auf die Form bringen: 


AA +yYyD’(t+uyD), 

wo t + uf D eine ungerade Zahl und » die Werthe 
o oder 1 hat. 

Im letzten Falle kann das Zeichen ni + /D be- 
liebig gewählt werden. 

Da2?=E( + xD)’, woE eine Einheit bedeutet, 
so kann man auch A = 0 setzen, wenn der Exponent v 
jeden positiven Werth haben darf. 

12) Für die Determinanten — 3 und + 5 gelten 
folgende Sätze: 

Eine Zahl x + y vV’D ist theilbar durch die gerade 
Zahl 1 + YD, wenn y = + x (mod. 4). 

Eine Zahl x + y v?°D ist sowohl durch 1 + ’D 
als durch 1 — y°D theilbar, wenn x nnd y beide gerade, 


ferner 5 und 5 beide gerade oder beide ungerade, also 


5 —- 5 YD eine gerade Zahl ist. 


13) Die Zahlen der Determinanten — 3 und + 5 
zerfallen daher in folgende 6 Qlassen: 


I. Ungerade Zahlen, t + u y°D, welche durch 
1+-v°D1-— y°’D, 2 und 4 nicht theilbar sind und 


4 * 


U 


daran erkannt werden, dass ihre Elemente t und u un- 
gleichartig, das eine gerade, das andere ungerade ist. 


Die 5 folgenden Classen enthalten die geraden Zahlen, 
in welchen die Elemente gleichartig sind. 


II. Zahlen, welche durch 1 + y’°D, nicht aber durch 
1 —y°D, 2 und 4 theilbar sind; in denselben sind beide 
Elemente von der Form 4 n + 1 oder beide von der 
Form 4n + 3 also = (mod. 4) und jede solche Zahl 


kann auf die Form (1 + xD) (t + u y°D) gebracht 
werden. 


III. Zahlen, welche theilbar sind durch 1 — ıD, 
nicht aber durch 1 + ıfD, 2, 4; in diesen Zahlen ist 
ein Element von der Form 4 n + 1, das andere von der 
Form 4 n + 3, sie können alle auf die Form (1 — vr 
(t + u y D) gebracht werden, 


IV..Zahlen, welche theilbar sind durch 2, nicht aber 
durch 4, 1 + „7D, 1 — «FD; in. denselben ist daseine 
Element von der Form 4 n + 2, das andere von der 
Form 4 n; sie lassen sich auf die Form bringen 


2(t +uyYD). 
V. Zahlen, welche theilbar sind durch 
2, 1.4 vaD,) oe 


nicht aber durch 4, in denselben sind beide Elemente von 
der Form An + 2; sie lassen sich anf die Form bringen 


2l+vD)Gt-+uv’D) 
wo das Zeichen passend zu bestimmen ist. 


VI. Zahlen, welche durch 4 theilbar sind, also auch 
durch , 1-YD1—vYD. 


Hieraus zieht man nun leicht folgende Schlüsse: 


44) Multiplieirt man eine beliebige Zahl mit einer 
ungeraden Zahl, so wird der Charakter der Zahl nicht 


geändert, d. h. das Produkt gehört in dieselbe Classe 
wie die Zahl, oder in Zeichen: 
II 2 14} 18 m EI SE TVs EV‘, 
I.V=VIV=VIL 
15) Eine Zahl der I Olasse kann nur durch Multi- 
plication aus Zahlen der I Ulasse erhalten werden. 


16) Eine Zahl der I, IL, III, IV Classe wird nur er- 
halten durch Multiplication einer ungeraden Zahl und einer 
der entsprechenden Qlasse, 


17) Eine Zahl der V Classe kann auf 5 verschie- 
dene Arten | 
BAWSIE HIV IH, HSIE.IV 
erzeugt werden. 


18) Eine Zahl der VI Classe kann auf 12 verschie- 
dene Arten erhalten werden 


BE ID DL HN; See vH VE TV VG WYV, 
IVW..WL 9 2 WW. VEVESVE 

19) Jede gerade Zahl der Determinanten — 3 und 
+ 5 kann auf die Form 2 (t + u y°D) oder 
AA+YD (tt +u Y D gebracht werden, wo 
t zu Na D eine ungerade Zahl bedeutet. Man kann 
daher auch wie für die Determinanten — 1 und + 3 
schreiben: 
a (AZNYDPy (t+uYD), wov= o oder 1 ist. 


20) Soll mı d — Y D durch 2 theilbar sein, so 
muss für mı eine gerade Zahl gepommen werden. Ist 
dieses aber der Fall, so wird der Quotient nothwendig 
eine gerade Zahl sein. 


Ist daher der Quotient zweier ganzen Zahlen m und mı 
von der Form 


m 1 


+. vDd4r+aND, 


mı 2 


wop-+ qyD=x eine complexe ganze Zahl bedeu- 
tet, so muss, da 


Er ar 


m 1l+-vD) 
5) D 


m=m x + 


mı eine gerade Zahl und da alsdann 


mı 1 + VD 
2 


ebenfalls gerade, auch m gerade sein. 


24) Der früher in II erwähnte Ausnahmefall kann 
also nur dann eintreten, wenn m und mı beide gerade 
sind. 


22) Für die ungeraden Determinanten 
an 
ergibt sich aus VIII.11.und 12, der folgende Satz: 


Ist die gerade Zahl AA +vVDvy(t +uxyD), 
theilbar durch die ungerade Zahl x 4 y „/ D, so muss 
t + uf D theilbar sen durrehx + yYD. 


23) Ist für die geraden Determinanten +2 die gerade 
Zahl (/ D)A (t + u „/ D) theilbar durch die ungerade 
Zahllx + yxD, so muss nach VIL.412t uyrD 
ein Vielfaches vonx + yY D sein. 


24) Bedeuten G und G‘’ für die Determinanten 
—41 + 3,+5 gerade Zahlen von der Form2«e 1 + D, 
wo » die Werthe o oder Ai hat, und ist G=G‘ so 
müssen vorerst die Zeichen in (1 +, D» und 1 + Dr 
übereinstimmen, ferner muss & = «’ und v» = y’ sein. 


2) DB frD=-—- Sud +5, d+YD’=%E, 
wo E für die negative Determinante — 3 die negative 
Einheit — 1, und für D= 5 die einfachste zweigliedrige 
Einheit 2 + 475 von negativer Norm bedeutet, so lässt 
sich darauf eine Theorie der idealen Primfaktoren der 
geraden Zahlen der Determinanten — 3 und + 5 gründen, 
diese Untersuchung muss aber, weil für das folgende nicht 
absolut nothwendig, hier übergangen werden. 


a N 


%) DD HM. IV=VTL.WVW=VLIM=VIso 
folgt für die Divisorent =, 1+-YD1— xD: 

Wenn auch die beiden Zahlen m und m‘ durch t 
nicht theilbar sind, so kann doch das Produkt mm‘ ein 
Vielfaches von t werden. 

Bedeuten für die Determinanten — 3 und + 5 
G, G‘, G“ Zahlen von der Form 2? (1 + YD), wo v 
die Werthe o oder 1 hat; U, U‘, U” aber ungerade Zahlen, 
so ergeben sich nach VIII. 11. und 12. folgende Sätze: 

27) Ist GU theilbar durch G‘, so muss G durch G‘ 
theilbar sein. 

28) Ist GU theilbar durch G‘U’ so muss G ein 
Vielfaches von G‘ und U von U’ sein. 

29) Haben die Zahlen GU und G‘’U‘ den grössten 
gemeinschaftlichen Theiler G” U‘, so muss U’ der grösste 
gemeinschaftliche Theiler von U und U’ und G“ von G 
und G‘ sein. 

Der grösste gemeinschaftliche Theiler zweier Zahlen 
G und G‘ lässt sich aber aus folgender Tafel bestimmen ; 
wenn in derselben mehrere Divisoren angegeben sind, 
haben dieselben gleiche Normen. 


; ; Theiler, deren Norm 
G G Bedingungen. en 
2a 9a! Zu! Da! 

2a(l+VD 2eli+VYD ee 2e(1-VD 
a>a' 2a (1—yY D 

a > u 2e(1+Y'D 

a «a! 20, 20 ll sh v’D) 


wenn 1 


2a(l+vVYD 2e(1—VD) 


a a 2« 
eZ=a+2 2e(l+vV D) 
ea +1 2a, -I(1+Y D) 


wenn «= 1. 


2u 2“ (1+V D) 


x, 


Von den vollständigen Restsystemen der complexen 
Zahlen. 


Alle rationalen Zahlen lassen sich in Bezug auf 
einen beliebigen positiven Modul mı in so viele Classen 
eintheilen, als der Modul Einheiten hat, indem man 
congruente Zahlen in dieselbe Classe aufnimmt. Wählt 
man alsdann aus jeder Classe ein beliebiges Individuum 
aus, so kann man das System der so erhaltenen mı Zah- 
len ein vollständiges Restsystem nennen und dasselbe hat 
die Eigenschaft, dass jede beliebige rationale Zahl einer, 
aber auch nur einer Zahl dieses Systems congruent ist. 


Es ist nun leicht dieselbe Untersuchung, welche für 
rationale Zahlen gar keine Schwierigkeit darbietet, auch 
für die complexen Zahlen durchzuführen. 


Für die 6 Systeme zeigt man ohne Schwierigkeit, 
dass die Anzahl der Classen eine endliche sein muss. 
Nach II kann man nämlich für jede complexe Zahl m eine 
andere q so bestimmen, dass, wenn m = m — mı q 
gesezt wird, (N me) < (N mı) wird. Dann m = m 
(mod. mı), so gehört m in dieselbe Classe wie die Zahl m». 


In VII ist nun gezeigt worden, dass für eine beliebige 
Determinante die Anzahl der Zahlen oder Gruppen, 
deren Normen absolut genommen kleiner sind, als der 
absolute Werth der Norm des Moduls mı eine endliche 
ist, und aus IV. 14. leitet man leicht ab, dass eine Gruppe 
nur eine endliche Zahl unter sich nach einem beliebigen 
Modul incongruenter Zahlen enthalten kann. Es muss 
daher für die 6 Systeme die Anzahl der Classen für den 
Modul mı eine endliche sein. Aber auch für ein beliebiges 
anderes System hat dieser Nachweis keine Schwierigkeit. 


ER 


It nmihm=x+tyyD m=za+bYD,» 
kann man den Quotienten 

m ax — Dby ay— bx 

ea ee VD 
auf einzige Weise auf die Form bringen 

Rn IE ef 7 
wo q eine complexe Zahl, x‘ und y‘ Zahlen der Reihe 
0,1,23,3%...(N) — 1 bedeuten, und das obere oder 
untere Zeichen gilt, je nachdem N positiv oder negativ 
ist. Man findet daher in beiden Fällen 
4‘ ‘ D 
m ZZ mı qq + , 

aus welcher Gleichung hervorgeht, dass x’ + y’ YD 
theilbar ist durch a — b ı/ D und dass der Quotient in 
dieselbe Classe gehört wie die Zahl m. Als Repräsen- 
tanten der Classen kann man daher unter den N? Zahlen 
von obiger Form diejenigen wählen, welche durch den 
conjugirten Modul theilbar sind und alle diese Zahlen sind 
nach dem Modul mı incongruent. 


Denn aus 
x’ Hr y' v D Es gel nn 37 San rD 
ee VL) 


folgt sogleich 
K—)+—-y) VD o (mod. N) 

und da die 4 Zahlen x‘, x“, y‘, y“ positiv und < (N), 
so ist die letzte Congruenz nur möglich für X = x“, 
y‘ = y“. Mit Hilfe von VIII. 9. ist ausserdem leicht zu 
zeigen, dass die Anzahl der Zahlen x’ + y‘ ı D, welche 
durch a — b y’ D theilbar und deren Elemente positiv 
und < (N) sind, gleich ist dem absoluten Werthe der 
Norm des Moduls mı. 

 Istx-+yYyD selbst schon ein solcher Repräsen- 
tant also ein*Quotient von der Form 

@+yY D:a-bYD 

so erhält man 


Sa 


0= ax — Dby < (N) 

0=Say-—bx< (N) 
und es wird so viele Classen geben als Systeme x, y, 
welche diesen Ungleichheiten genügen. Die geometrische 
Deutung derselben lehrt, dass alle Punkte (x, y) des 
Gitters, welche denselben genügen, innerhalb eines 
Parallelogrammes liegen, dessen Inhalt gleich ist dem 
absoluten Werthe der Norm des Moduls. 


Nach dem schon mehrmals angeführten Lemma von 
Dirichlet, muss also für ein unendlich wachsendes N der 

K 
Quotient N’ 
sich der Einheit nähern. Eine geometrische Betrachtung, 
welche aber hier des Raumes halber übergangen werden 
muss, lehrt, dass die innerhalb des Parallelogrammes lie- 
genden Gitterpunkte an der Zahl (N) sind, woraus man 
schliesst, dass die Anzahl der Classen für einen beliebigen 
Modul gleich kommt der Anzahl der positiven Einheiten 
in dem absoluten Werthe der Norm des Moduls. Um 
dieses auf anderem Wege nachzuweisen, werden wir die 
zwei Fälle unterscheiden, je nachdem der Modul eine ein- 
gliedrige oder zweigliedrige Zahl ist. Es sei der Modul 
m zuerst eine eingliedrige rationale positive Zahl. Ist dann 
x -+ yıf D irgend eine Zahl des Systemes, so bilde man 


den Quotienten — + — X D, derselbe kann auf 


wo K die Anzahl der Classen bedeutet, 


einzige Weise auf die Form 


in re 


gebracht werden, wo x’ und y’ Zahlen der Reihe 
0,1,2,3,...m — 1 bedeuten. 


Man erhält daher 
ı+tyvD=m(t+uvD+x+yvpD, 
also 
x+yv D=x-+y'v D (mod. m) 


ka 1 erde 


Die Zahl x + y 7 D gehört daher in dieselbe 
Classe wie x + y’ 7 D, welche letztere zum Repräsen- 
tanten dieser Classe genommen werde. Die Anzahl dieser 
Repräsentanten ist offenbar m? und dieselben sind alle 
incongruent nach dem Modul m. 

Denn wäre x’ + y'ırDZ= x’ + y“ırD (mod. m) 
und x‘, y‘, x“, y’ positiv und < m, so würde man nach 
VII 2.x' = x“ (mod.m) und y‘ y‘“ (mod. m) erhal- 
ten, was nur möglich ist, wenn ae x’ — x’ und 
y‘ — y‘. Alle Zahlen vertheilen sich also in Bea auf 
einen rationalen Modul m in m? verschiedene Classen. 

Ist jetzt zweitens m eine eingliedrige Irrationalzahl 
b D, mit positivem Elemente und x-+-yv’Dirgend eine 
Zahl des Systemes, so bilde man wieder den Quotienten 


ty Die y 
pvVD nVelbic 


derselbe kann auf einzige Weise auf die Form 
t+uvrD+— er Zr vD 


gebracht werden, wo x‘ und y‘ die Bedingungen 
DEE NER AbD) 
erfüllen und + x’ und D dasselbe Zeichen haben. 


Man erhält alsdann: 


ı+tyvD=bvD(t+uıYD+r+yvVD, 
oder 
ı+yvD=x+y'yD (mod.bvD). 
Es gehört daher x + y /D in dieselbe Classe wie 
x + y’y D, welche zum Repräsentanten der Classe ge- 
wählt werde. Die Anzahl dieser ist b. b (D) — (—b?D) 
und dieselben sind alle incongruent.. Denn die Congruenz 
X“ +yvD=x“+y“vYD (mod.bvyD) 
würde nach VII. 3. die zwei 


x’ == x‘ (mod. bD) 
y = y" (mod. b), 


ee 


zur Folge haben, was unmöglich, wenn nicht gleichzeitig 
In Hund Va 

Wenn also der Modul eine eingliedrige Zahl ist, so 
erhält man so viele Classen incongruenter Zahlen, als die 
Norm absolut genommen Einheiten hat. 

Machen wir nun zweitens die Voraussetzung, es sei 
der Modul eine zweigliedrige Zahl a + b X D von der 
Norm N. 


Ist alsdann «x + ß NG D eine beliebige complexe 
Zahl, so gehört sie in dieselbe Classe wie 


a+#YD+@e+bYDft+uyYD, 
wot + uy?°D eine beliebige ganze complexe Zahl be- 
deutet. Jene Zahl lässt sich schreiben 
e+at+Dbu+( +au+bt)y?D. 

Es habe a mit b den grössten gemeinschaftlichen 
Theiler A, also a = a’ A,b = b‘A, wo a‘ zu b‘ relative 
Primzahl, so wird das zweite Element obiger Zahl gleich 

| ß+f(@a u-+ bit). 

Man bestimme nun K in der Reihe 

921,72 8. 
so, dass ß = K (mod. A), was auf einzige Weise möglich 
ist, ferner t und u nach der Gleichung: 
?+/@' u+bt)—=K 
oder 
Ä En, 
A ’ 
welche immer möglich sein wird, da a’ zu b‘ relative 


au+bt 


Primzahl und : eine ganze Zahl. Ist t‘, u‘ eine 


Auflösung der Gleichung, so ist die allgemeinste: 


4‘ 
t—t + az, 
u—u'—-bz, 


und es wird das erste Element 


Fe 


e+41@ t+D’ Wo e+LS(at +Dbu) +42 N 
wo N‘ die Norm von a’ + b‘ „7D bedeutet. 

Es bleibt daher das erste Element congruent nach dem 
Modul AN‘ und die Auflösung kann daher so gewählt 
werden, dass das erste Element mit einem Gliede der 
Reihe 0, 1, 2, 3,2... (AN) — 1 zusammen fällt. 

Es kann daher jede Zahl x + BD durch eine 
congruente x + y y°D ersetzt werden, in welcher y ein 
Glied der Reihe 0,14, 2,3,...(4) — 1 und x en 
Glied der Reihe O0, 1,2, 3... (AN‘) — 1 bedeutet. 

Die Anzahl dieser Zahlen ist 

A(IN)=(RN)— (N), 
Alle diese Zahlen sind incongruent. Denn wäre 


xı+yvD=x,-+yy? (mod. 4 (a + b’ı7D) 
so muss nach VIIL 6 vorerst 


x ==xr,y == y’' (mol, 4) 
also y — y‘, daher 
x=xr (mod. A (a +b’ VD) 
also auch nach VII. 8 
x == x’ (mod. AN'), 
was nur möglich ist, wenn x = X, 

(1) It A = 1, oder sind die Elemente des Moduls 
relative Primzahlen zu einander, so sind die Repräsentan- 
ten der Classen die Glieder der Reihe: 

en 

Ist ö der grösste gemeinschaftliche Theiler von a und 
bD so zeigt man auf dieselbe Weise, dass man als Re- 
präsentanten der Classen solche Zahlen x + y’ 2D 
w:hlen kann, welche den Bedingungen 


ee 
genügen, 
It a+ bYD eine Stammzahl und a zu D rela- 
tive Primzahl, so wird & = 1, daher in allen Repräsen- 


tanten das erste Element Null und das andere <(N) — 1. 


a ae 


(2) Die Repräsentanten der Classen für eine Stamm- 
zahl a-+ bıD, in welcher a zu Db relative Primzahl, 
als Modul sind daher: 


0.y7DdıvYD2vV7DaYVD....(NM-1) ) vD, 
es können aber nach (1) auch einfacher die Zahlen 
0, 1.9.8 A 


zu solchen gewählt werden. 


E 


(Fortsetzung folgt.) 


TREORIE 


 SechseinfachstenSysteme 


complexer Zahlen, 
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Dr. €. &renb. 


Erster Theil. 
Zweite Hälfte, 


Als Beilage zum Programm des Grossh. Lyceums in Mannheim 


von 


18368. 


MANNHEIM. 


Buchdruckerei von J, Schneider. 
1868. | 


Xu. 


Einfache Zahlen. Relativ einfache Zahlen. 


Man unterscheidet einfache und zusammengesetzte 
Zahlen. | 

Eine Zahl heisst einfach, wenn sie nur durch 

- Zahlen ihrer Gruppe und durch die complexen Einheiten 

_ theilbar ist, im anderen Falle wird dieselbe eine zu- 
sammengesetzte Zahl genannt. 

Zwei Zahlen sind relativ einfache Zahlen, wenn die- 
selben ausser den Einheiten keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben. 

Folgende Sätze sind unmittelbar klar oder doch 
leicht zu beweisen; 

1) Die einfachen zweigliedrigen Zahlen sind unter 
den Stammzahlen zu suchen. Dabei wird vorausgesetzt, 
dass man nach einer früheren Bemerkung in VI. ß. zum 

_ Repräsentanten einer Gruppe, welche zwei eingliedrige 
Zahlen enthält, eine der letzteren, etwa diejenige mit 

_ positivem Elemente gewählt hat. - 

2) Die complexen Einheiten sind einfache Zahlen. 


Rn 3) Conjugirte Zahlen, sowie Zahlen derselben 
Gruppe sind immer gleichzeitig einfach oder zusam- 


mengesetzt. 


Zur 

ur „ \ 
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4) Eine im gewöhnlichen Sinne zusammengesetzte i = 
rationale Zahl ist auch, als complexe eingliedrige Zahl 
betrachtet, zusammengesetzt. FR 

5) Alle eingliedrigen Irrationalzahlen yyD nd 
zusammengesetzt, wenn (D) > 1 und (y)>1. Für die = 
Determinante —1 wird yi eine einfache oder zusam- 
mengesetzte Zahl sein, je nachdem die in dieselbe SUnb 93 
gehörige Zahl y als Sinrich oder zusammengesetzt zu 
betrachten ist. BR 8 

6) /D ist eine einfache Zahl, ‘wenn D eine Prim- a 
zahl im reellen Sinne; ist aber D zusammengesetzt im Er \ 
reellen Sinn, so ah X D auch ‚ZUsammenger im 
complexen Sinne sein. 

Man findet . Bv6=(@8 — x 6) 2 +6), und‘ | 
da die Normen der zwei Faktoren absolut genommen = 
grösser als 1, so hat many’6 als Zi Zahl 
zu betrachten. a 

Allgemein findet man, wenn D zusammengesetzt 


und ohne quadratischen Faktor ist : 


Für eine negative Determinante ist a/ D stets en 
Für eine positive Determinante ist „D zusammen- er 
gesetzt, wenn man D in das Produkt zweier Faktoren - 
(M)>4 und (N) >1 so zerlegen kann, dass die 2 
Gleichung Mx®? — Ny”’= = 1 möglich ist, und einfach = 
im anderen Falle Ueber die Möglichkeit oder Unmög- N 


lichkeit dieser Gleichung vergleiche man a 


Tome I page 67 & 69. 
.. 7. ‚Ist eine complexe zweigliedrige Zahl zusam- 
mengesetzt, so ist nach 1.4 ihre Norm zusammengesetzt Sa 
im gewöhnlichen Sinne. Für unsere 6 Systeme lässt ie N 
wie wir in XII sehen werden, dieser Satz auch 
umkehren. ; 
Für die Determinanten — 3 und +5 ia 
derselbe aber eine kleine Ausnahme, indem die Zahlen 
1==YD einfache Zahlen sind, Ars Norm = aber) zur 


A 


ee 


8. Jede zweigliedrige complexe Zahl, welche zur 
Norm eine rationale Primzahl p hat, ist eine ein- 
fache Zahl. 

9) Soll eine rationale Primzahl (p) > 1, welche 
D nicht theilt, im System der Determinante D zusam- 
mengesetzt sein, so ist dieselbe mit passendem Zeichen 


genommen, das Produkt von zwei conjugirten zwei- 


gliedrigen Stammzahlen, also gleich ihrer gemeinschaftlichen 
Norm. Im anderen Falle ist dieselbe als einfach zu 


betrachten. 
10) Genügt die rationale Primzahl p, welche D 


'theilt, der Bedingung (D) > (pp) > 1 und ist 


D=pdqg, so wird p im System der Determinante D 
_ zusammengesetzt oder einfach sein» je nachdem die 
‚Gleichung 
re - y=-,mM>L (>41 

- in ganzen Zahlen lösbar ist oder nicht. 

& 14) Bedeutet m eine beliebige complexe Zahl und 
 E eine complexe Einheit, so sind ing und m + E re- 


,  Jativ einfache Zahlen. 


| 42) Sind die Normen von zwei complexen Zahlen 
relative Primzahlen im reellen Sinne, so haben die 


"Zahlen nach I. 4 keinen gemeinschaftlichen Theiler. 


13) Sind die rationalen Zahlen a und b, als com- 


2; plexe Zahlen betrachtet, relativ einfach, so sind dieselben 


auch im reellen Sinne relative Primzahlen. 

Für eine negative Determinante erhält man insbe- 
sondere folgende Sätze: 

14) Ist (a) < (D), wenn (D) >41 und J)=(D) 


= wenn D= —1, so ist a + v —D eine einfache Zahl. . 


45) Eine rationale Primzahl q <<(D) ist, als com- 
plexe Zahl betrachtet, einfach. | 
16) Für jede Determinante lässt sich eine beliebige 


|  zusammengesetzte Zahl in ein Produkt einer endlichen 


2 _ Anzahl einfacher Zahlen, worunter die Einheiten nicht 
r Ball: sind, en 


Be 


Um dieses einzusehen, genügt es nachzuweisen, dass 
die Gleichung 
x+yvD=ußp+qv?D) 


in welcher Np + qıf D)) >41 ist, nicht bestehen 2% 


kann, wenn das Produkt II unendlich viele Faktoren 


enthält. 
Da aus obiger Gleichung nach I. 4 unmittelbar die 
folgende: 
Ne veD) ZEN 
hervorgeht, so erhält man 
Ne DEe2; 


wo n die Anzahl der einfachen Faktoren in dem Pro: ii ER 
dukte II bedeutet. Sobald also die Norm nicht unend- 
lich gross ist, kann die Anzahl der einfachen Faktoren, 


auf welche man bei der Zerlegung von x + y Ar ge- | "2 . 


führt wird, nur eine endliche sein. 


17) Für eine beliebige Determinante muss es, die ee 


zweigliedrigen Einheiten für positive Determinanten aus- &: = 


geschlossen, zweigliedrige einfache Zahlen geben. 


Denn man fehme eine zweigliedrige Stammzahl. 
a+byD, die keine Einheit ist, dieses findet für 


(D) 1.2 ®. Statt, wına—= D+1,b = =41 und & 
für D’== —1, wena = #1, b = 41 ee Rn 


wird. Zerlest man alsdann be Zahl a + b N D, 


Falle sie zusammengesetzt ist, in einfache Faktoren, Bo 


:” 


sind diese nach 1. 6. säntmilich zweigliedrig und daher = 


von der verlangten Beschaffenheit. 


18) Die Anzahl der zweigliedrigen einfachen Zahlen Br 


ist für eine beliebige Determinante unendlich gross. 


Der Beweis lässt sich auf dieselbe Art wie für a 


reelle Zahlen führen. *) 


Es wurde soeben gezeigt, dass es für jede Deter- ns 
minante zweigliedrige einfache Zahlen gibt. Sind nun 


a, b, c, d,...x die sämmtlichen einfachen zweigliedrigen w 
Zahlen, alle verschieden von complexen Einheiten, so ist das Et 


ProduktP=abed...xnachXL3. nothwendig eine erationale nA 


*) Euklids Elemente IX, Buch, ae: Satz, 


ie 


‚Zahl, deren absoluter Werth = 2. Die zweigliedrige 
Stammzahl 1+° PD, welche keine Einheit sein kann, 
weil ihre Norm, absolut genommen, = 3 ist, muss nun 
durch eine der einfachen Zahlen a,b, c...x theil- 
bar sein. 

Dieses ist aber unmöglich, weil keine Zahl, deren 
Norm absolut genommen > 1 ist, die Einheit 1 thei- 
len kann. 


49) Es gibt für jede Determinante unendlich viele 
eingliedrige einfache Zahlen. Für unsern Zweck genügt es, 
den Beweis dieses Satzes für unsere 6 Systeme auf den 
Satz zurückzuführen, dass jede arithmetische Reihe, deren 
erstes Glied und Differenz relative Primzahlen sind, un- 
endlich viele Primzahlen enthält. 

Nach XI. 9. ist die reelle Primzahl p im System 
der Determinante D einfach, sobald + p nicht von der 
Form t? — Du‘ sein kann. 

In II. sind nun diejenigen arithmetischen Reihen 
angegeben, deren sämmtliche Glieder diese Eigenschaft 
besitzen. Da nun jede dieser Reihen unendlich viele 
Primzahlen enthält, so ist damit die ee des 
Satzes dargethan. 


XI. 


Eingliedrige Primzahlen. Zweigliedrige Prim- 
zahlen, deren Norm eine reelle Primzahl. 


Die rationalen einfachen Zahlen haben bekanntlich 
die Eigenschaft: 

«) Ist keine der Zahlen m, m, durch die einfache 
Zahl p theilbar, so ist es auch das Produkt nicht. 

Hieraus folgt 

ß) Ist m mı theilbar durch die einfache Zahl p, so 
ist m oder mı durch p AELER 


Ba 


Es ist nun zu untersuchen, ob es auch complexe. SA 
Zahlen gibt, welche diese Eigenschaft besitzen. Na 
Es bedeute zu diesem Zwecke z eine beliebige Zu 2 
samm engesetzte Zahl, also | me: 
2.5 8°b,.(N 3Je>,,. (N hy 1 | eu 
so kann dieselbe nicht die Eigenschaften («) Ind, Op er 
besitzen. er, 
Um die Richtigkeit dieser Behauptung einzusehen, x 
genügt es 


en a 
anzunehmen, wo p und q beliebige complexe Zahlen 
sein mögen, so ist m m, theilbar durch ab= z, weder 
m noch m, aber ein Vielfaches von dieser Zahl. 

Nur ansehe Zahlen können daher die Eigenschaften 
« und ß besitzen und sollen dann complexe Pri m- 
zahlen genannt werden. 


u 


Eingliedrige Primzahlen. 


Ist (D)>1 so ist unter den eingliedrigen Irrational- Ir 
zahlen y VD nur die einzige 7 D zu lern da“ 
nach XI. 5. alle andern nicht einfach sind. | | 

‘Man findet nun leicht in Verbindung mit XL 6.: 

1) DieZahlıD hat die Natur einer Primzahl, wenn 
die Determinante eine Primzahl im reellen Sinne ist. : 
Dieses findet aber für unsere 6 Systeme Statt. | 

Unter den eingliedrigen rationalen Zahlen können | 
nach X1. 4. nur die Primzahlen im reellen Sinne ein-. ; 4 
fach im complexen Sinne sein, daher: | ve 
2) Die eingliedrigen rationalen Amel eines 


zu suchen ni ne 
3) Die Primzahl 2 ist für keine Determinante- eine 

‚ eingliedrige Primzahl, wenn sie auch eine en Er Zahl an 

sein sollte. % 

4) J ede rationale Primzahl q, welche A Determi 


SIEB  E 


5) Ist die complexe Zahl m kein Vielfaches von 
der rationalen ungeraden Primzahl q, welche D nicht 
theilt, so kann auch m? kein. Multiplum von q sein. 
6) Ist q eine rationale Primzahl, welche D nicht 
theilt, und sind m und mı nicht beide zweigliedrig und 
weder m noch mı durch q theilbar, so kann das Produkt 
m mı kein Vielfaches von q sein. 

Der Satz gilt auch noch, wenn beide Zahlen zwei- 
gliedrig und eines der 4 Elemente ein Vielfaches von 
q ist. / 

Man kann den Satz 6 en allgemeiner auf folgende 
Weise ausdrücken: 

7) Ist das Produkt m mı zweier Zahlen, welche beide 
keine Vielfachen von q sind, theilbar durch die rationale 
Primzahl q, welche kein Dre von D ist, so sind diese 
Zahlen nothwendig zweigliedrig und sämmtliche Elemente 
- durch q nicht theilbar, dagegen q ein Theiler der beiden 
Normen. 

Der erste Theil des Satzes kiist schon aus 6. 

Setzen wir, um den zweiten Theil zu beweisen, 

m=x+yvVD mı = u +ypı VD, 


eo finden wir als Bedingung der Theilbarkeit des Pro- 


duktes m mı durch q die beiden Congruenzen: 


xx, + Dyy, = 0 (mod. q) 
x yı +X, y = 0 (mod. q) und hieraus 
2 (x ,2:— Dy,2) = 0 (mod. q) 
Y&ı%r Dy,)=0 (media) 
> x: — Dy: ) = 0 (mod. q) 
yı (x? — Dy: = 0 md 
Da nun m und m. durch q nicht theilbar also 
 xund y 
 xıund yı 
| 3 so folgt mit Nothwendigkeit: 
RR .%2 — Dy2— 0:(mod. 6) 
| x; = Dy,2 == 0-(mod;g) 
| und hieraus nochmals, dass die 4 Elemente x, Yu, Yo 
en Gurch. I: un i theilbar, also auch nicht Null ‚sein können, 


.“ 


nicht gleichzeitig Vielfache von q sein können, 


Bere ae 


Der Beweis dieses wichtigen Satzes lässt sich auch 
auf folgende Art führen: 

Ist (x +yyD) &ı+yı Y D) ein Multiplum von 
q, so ist «+yV D) @—yV D) @ı+yıY D) oderNxı +NyıYD, 


q q 
wo der Kürze halber X —Dy?’=N gesetzt wurde, eine 
ganze Zahl. Wäre nun N durch die Primzahl q nicht 
theilbar, so müssten xı und yı Vielfache von q, also 
xı4+yı [D durch q theilbar sein, was der Voraussetzung, 


dass N kein Vielfaches von q ist, widerspricht. Esist 


daher N ein Multiplum von q, ebenso zeigt man, dass 

auch Nı ein solches sein muss. De 
Sind umgekehrt die Normen zweier zweigliedrigen 

Zahlen m und mı, in welchen keines der Elemente ein 


Multiplum von q ist, theilbar durch die rationale Prim- a 


zahl q, welche D nicht theilt, so ist entweder 


(s+ yv’D) &ı +yı PD) oder 
& +9,v°’D) &ı + yı V’D) durch q theilbar, 


wo sowohl die oberen als unteren Zeichen gewählt wer- Re 


den können. 
Aus den beiden Congruenzen : 


ee — 0 (mod. q Be 
Dome 


folgt nämlich 


RS RENE e) also 
xy, 5%, 7.= = 0, (mod.;g) 


Da ferner durch Multiplication von K erhalten wird: 
(3X, + Dyy))— D@yı + X, Y? == 0 (mod. g’) 


so schliesst man, dass zugleich mit xyı + xı y auch er 
xxı + Dyyı durch q theilbar ist, woraus die Richtigkeit u 


unserer Behauptung hervorgeht. 


Setzt man ferner voraus, -dass q ungerade, so ist. “ Bi 
immer nur eines der Produkte ( +vD&+y1YvD, SR 


(«+ yvD) &#— y, vYD) ein Vielfaches von q. 


8) Sind m und m, durch die reelle Primzahl q ee 


a 


N j 
Et 
Sn RR { 
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nicht theilbar, so kann also doch das Produkt m mı 
durch q theilbar sein. 

Dieses wird aber nur dann karinden. wenn q die 
Norm x?® — Dy? theilt. 

Ohne der Allgemeinheit zu schaden darf dabei an- 
genommen werden, dass x und y keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben. 

Ist daher q eine ungerade Primzahl, Nichttheiler 
von obiger Norm und von D und weder m noch mı 
theilbar durch q, so kann auch das Produkt mm, durch 
q nicht theilbar sein, m und mı mögen eingliedrige oder 
zweigliedrige Zahlen bedeuten. 

Ein Nichttheiller q von x? — Dy? ist aber noth- 
wendig im complexen Sinne einfach. 

Denn nach XI. 9. müsste im andern Falle + q 
von der Form x? — Dy?, also auch Theiler derselben 
sein. Hieraus schliesst man: 

9) Die rationalen ungeraden Primzahlen q, welche 
die Form x? — Dy? und D nicht theilen, sind einglie- 
drige Primzahlen im System der Determinante D. 


Zweigliedrige Primzahlen. 


Aus 1. 7. und der Definition der einfachen Zahlen 
folgt: ? 
10) Bedeutet a bxD eine zweigliedrige abge- 


leitete einfache Zahl, so gehört dieselbe in die Gruppe 


einer eingliedrigen Primzahl (q) oder (y’D). 

Wir setzen daher im Folgenden immer voraus, dass 
die einfache zweigliedrige Zll a + bıfD eine 
Stammzahl ist. 

14) Ist die Norm einer zweigliedrigen einfachen 
Zahl a + b D eine rationale Primzahl p, so gilt für 


jeden Werth der Determinante der Satz: 


Wenn das Produkt m mı durch a 4 bı7D theilbar 
ist, so mussm oder mı ein Vielfaches des Divisors sein. 


Sun 


Setzen wir 


nz=zı+yvYVD, mzxı+yı VD, 2 
so findet man nach VIII. 9., da unter der obigen Vor- 
aussetzung nothwendig a zu b relative Primzahl ist, ls 
Bedingung der Theilbarkeit des Produktes mmı durch 2 
die Zahl a-+ bArD die Congruenz: I 

a(xyı + xı JJ) =b (xxı + Dyyı) (mod, p) ei 
oder, da b durch p nicht theilbar ist, rg 

ab (xyı + xı y) = b? (xxı + Dyyı) (mod. » 
und weil D b? = a? (mod. p) 
ab (xyı + xı y) = b? xxı + a? yyı oder 
(ay — bx) (ayı — bxı) = o (mod. p), also Bi 
ay—bxr=oodraı —-bu=o0 (mod, p)- u. a 
Im ersten Falle ist m, im zweiten mı durch Di ss 
theilbar. Es 
Der Beweis dieses wichtigen Satzes kann auch au 
folgende Art geführt werden: A 
Da azu b b relative Primzahl, so kann man nach & 1. 
m = u, mı = wmod. (a +bıD) 
Setzen, WO. « und xı Zahlen der Reihe 
0, 1,2 dl 
bedeuten. 
Soll daher m mı durch a + b /D theilbar sein, S: 
so muss auı ein Vielfaches vona + bvD, also a 2 
VID. 7. p. ein Theiler von x gı und daher nach dem 
entsprechenden Satze für reelle Zahlen auch ein Theiler Er 
von x oder «ı sein. Es istdaher «oder xı somit auch ı m : a 
oder mı theilbar durch a-b YD, w. z. b. 
Daa-+b /YD nach X. 8. eine einfache Zahl ist, 
so folgt: # 
12) Für jede Determinante sind die zeiklied 
Zahlen , welche zu Normen reelle Primzahlen nz 
Erchrählen dieses Systems. ige 
Hieraus leitet man leicht den folgenden Satz ab: 
13) Zwei Zweigliedrige Zahlena-byD,a+b’f Do 
welche zur gemeinschaftlichen Norm eine reelle Primzahl 
p haben, gehören derselben oder conjugirten Gruppen an, 


Dieser Satz gilt auch noch, wenn nur die absoluten 
Werthe der Normen gleich sind, in welchem Falle es 
Einheiten von negativer Norm gibt, 

Dieser Satz wurde schon in V. 14 auf andere Weise 
gefunden. 

14) It a-+ byD theilbar durch die zwei con- 
'jugirten Primzahlen t + u,/D und t-—u /D, welche 
zur gemeinschaftlichen Norm die rationale positive oder 
negative Primzahl p haben, und gehören t + u’D 
und t—u./ D verschiedenen Gruppen an, soista-bıyD 
'theilbar durch p, also keine Stammzahl. 

45) Ist für unsere 6 Systeme die Norm einer zwei- 
gliedrigen Zahl a + b YD, deren Gruppe nur zwei- 
gliedrige Zahlen enthält, ‘zusammengesetzt im reellen 


 - Sinne, so ist die Zahl auch zusammengesetzt im com- 


'plexen Sinne. 

Der Satz erleidet für die Determinanten —3 und + 5 
eine Ausnahme, wenn a®—Db? = + 4 ist. 

Wäre a + b ,/D keine Stammzahl, ihre Norm 
zusammengesetzt im reellen Sinne, sie selbst aber ein- 
fach, so würde dieselbe nach XII. 10. in die Gruppe 
einer eingliedrigen Primzahl (q) oder (\ D) gehören, 
was der Voraussetzung widerspricht. Es ist daher der 


Beweis nur noch für den Fall zu führen, dass a+ b D 


 aussetzung 


eine Stammzahl ist. Es sei daher unter dieser Vor- 


— Db?—=pq, 1< (p, 1< (q) 
und p eine Era, welche nothwendig von D verschieden 


en und für D == 5 (mod. 8) als ungerade vorausgesetzt 


wird, so ist p nach III als Theiler der Norm a?— Db? 


einer Stammzahl a Norm einer solchen, also 


et Due 
Man kann daher setzen: 


I - @4bYD @—vD=+(+uyDt-avDı 


Es muss daher nach XII. 14. a-+ b./D durch. 


Be eine. der zwei Primzahlen t + u fD theilbar sein, 


a 


Denn im andern Falle wäre a — by’D theilbar wi 


durch die zwei Zahlen t + uy°D und t-uy’D und 


daher nach XII. 14., im Falle diese nicht derselben > 


Gruppe angehören, theilbar durch (p) > 1, also 
a+byD 
keine Stammzahl. | 
Gehören aber die Stammzahlen 
t+uv?D undt — u vV°D 
derselben Stammgruppe an, so kann dieses nach V. 19, 
und 23 nur eintreten für 
D= —1 oder +3, t+HıMmM=i+YvDwmpr=+ 2 
In diesem Falle sind a und b ungerade also nach 
IX.11.a -+-by’°D theilbar durch 1-- Y°D und 1— vD 
d.h. durht + uy’D und tu YD. 
Man darf daher in allen Fällen setzen: 
a+byD=et+uyDm+nyD 
und findet hieraus 
pq = (t? — Du?) (m? — Dn?) also 
tı=m— Di, 1<(W) 
Da die absoluten Werthe der Normen vont + an 


und m 4 an ıD grösser als 1, soist a-- by’D eine ei 


zusammengesetzte Zahl. 


Es ist nur noch für D & 9 une 
Fall zu untersuchen, wo a?— Db ? durch ungerade 3° 


Primzahlen nicht theilbar ist, also 
a22— D’= +2 £ 
gesetzt werden kann. 


Da in diesem Falle a und b ungerade, also ee 


a2 — Db? = 4 (mod. 8), so muss ı — 2 ud. 


@ — D® — +4 sen. Dbra+by?D a E 
IX. 12. durch 1 + YD theilbar ist, so setze Be 
a+-byPD= d +YD)(@,+b, yD); und erhält hieraus 


® ee 


+4 = +4 (a,’—Db,?), alsoa,’— Db,? = Hi. 


Es gehört daher a Au by’D in die Gruppe1+ ED 2 4 
alle Zahlen derselben sind nach XI. 7. einfach aber nach SE 


IX. 26. keine Primzahlen. 


ee 


46. Haben die Normen der zweigliedrigen Stamm- 
zahlen a + byD, & +4 b’YD unserer 6 Systeme 
einen gemeinschaftlichen Theiler, also auch einen ge- 
meinschaftlichen Primtheiler p, der von D und für 
D=—3 und +5 auch von 2 verschieden ist, so haben 
a byDunda — b’/D bei passender Wahl des 
Zeichens einen. gemeinschaftlichen Theiler. 

Der Satz XI. 12. ist also nicht unbedingt auch um- 
gekehrt richtig. 

Da wir in dieser Abhandlung auf die allgemeine 
Discussion der Ungleichheit ((Ke—t)’—D(K8B—u)?)<1, 
welche in der allgemeinen Theorie der Zahlen t-+-uyD 
von grosser Wichtigkeit ist, nicht eingegangen sind, so 
muss eine weitere Ausführung der Theorie der zwei- 
gliedrigen Primzahlen, welche nothwendig auf ideale 
Primfaktoren führt, hier übergangen werden. 


XII. 


- Von den primitiven Wurzeln für eine eingliedrige 
Primzahl als Modul. 


Ist q eine rationale eingliedrige Primzahl im System 
der Determinante D, also nach XII. 3. und 4. verschie- 
den von 2 und kein Divisor von x? — Dy? und D, so 
gilt nach der Definition der Primzahlen der Satz: 

ß) Ist ein Produkt theilbar durch q, so muss einer 
der Faktoren durch q theilbar sein. 
bedeuten nun a, a... I, 8... al) 
die Repräsentanten aller incongruenten complexen Zahlen, 
welche durch q nicht theilbar sind, so dass 


0, a, du Ayo... A432 


EN se vollständiges Restsystem für den Modul q bildet, 
und ist die complexe Zahl K kein Vielfaches von q, so 


werden in Folge unserer Voraussetzung die Produkte 


Ka,; Ka,, Ka,, oa. 00909 Ka-ı 


age 


alle ineongruent (mod. q), und da keines durch q theil- 
bar ist, so müssen dieselben in einer allgemein nicht 
weiter zu bestimmenden Ordnung den Zahlen der Rihe 
(I) congruent sein. Man erhält daher a > 
BAR ara A KUr1d a a. A: (mod. q)- Ss he 
und hieraus K*”'" = 1 (mod. q), welche Congruenz 
q’—1 nach dem Modul q incongruente Wurzeln hat, 
Nun ist KT - 1 = Kr) Ir Zee 
bar durch Ki*! — 1 theilbar und da der Satz n 
art. 43 der Disg. arith. über die Anzahl der Wurzeln 
einer Congruenz immer gilt, sobald der obige Satz ß BR 
seine Richtigkeit hat, so folgt: ee 
1) Die Congruenz xt! = | (mod g) hat q er 4 
Auflösungen von der Formx=t + uyD, sobald q 
eine ungerade Primzahl und Nichttheiler von x? — ‚Dy? ne: 
und der Determinante D ist. E 
Ein ähnlicher Satz lässt sich von der Congruenz 
a 1 ua ) aussagen. Ss 
1 (mod. q) und jede niedrigere Potenz 
von K nicht = 4. so sagt man, K gehöre zum 2 ne 
nenten d&. Die Zahlen Re 
1, KK, 0. Rn KIT ae 
sind dann nothwendig alle incongruent und wenn 
Kr = 1 (mod. q), so muss m ein Vielfaches vond 
sein. Nun ist K?-1 = 1 (mod. q), also & immer. Br 
Divisor von q’ — 1. Da femer K) — Ki —=4i1 
(mod q) und die Congruenz x? = 1 (mod. g) nur Rn. | 
Wurzeln hat, so sind dieselben die Zahlen der Reihe(m)., 
Soll daher eine Zahl zum Exponenten 3 gehören, B | 
so ist dieselbe in vorstehender Reihe (m) zu suchen. 
u gehöre K” zum Exponenten z, also K==1, so muss 


r eine ganze Zahl sein. Nennt man nun t den ‚grössten & 
gemeinschäftlichen Theiler von n und d, so muss z ein 


Multiplum von . sein. ‚ Der kleinste Werth von je der 


ER re 


’ { : d 
dieser Bedingung genügt, ist daher 7, und es gehört 


' das Glied Kr obiger Reihe (m) zum Exponenten a 

Soll Kr zum Exponenten d gehören, so muss t—= 1, 
also n zu d relative Primzahl sein.. Hieraus folgt; 

Zum Exponenten d, der immer ein Theiler von 
gq’—41 sein muss, gehört entweder keine Zahl oder die 
Anzahl derselben ist @ (£), wo @ die aus art. 38 der 
Disg. arith. bekannte Bedeutung hat. 

Sind nun 6%, 8%, d“‘ .. ... sämmtliche Divisoren 
von q”— 1 und versteht man unter ) (6) die Funktion 
-© (8) oder Null, je nachdem zum Exponenten ö Zahlen 
gehören oder nicht, so folgt, da jedes Glied der Reihe () 
zu einem Exponenten en muss: ZU) = 2 — A. 
Da nun auch 20(8) = q* — 1 nach art. 39 der Disg. 


en arith., so erhält man V() — = 00). 


I jedem Divisor d von  — 1 gehören daher @(8) 


ar. 2 Zahlen. 23 


Es gibt somit insbesondere Zahlen, welche zum Ex- 


See ponenten q° — 1 gehören und zwar ist die Anzahl der- 


selben gleich @(q? — 1); dieselben werden primitive 


/ - Wurzeln für den Modul q. genannt. Ist w=t-+-uyfD 


eine primitive Wurzel, so sind die Potenzen 
ES we, wi, ww... wi 
alle incongruent nach dem Modul q und können daher 
als Repräsentanten derjenigen Classen gewählt werden, 
- welche. nur solche Zahlen enthalten, die durch q Acht 
' theilbar sind. 
Für D=2undq=Ö also o(l—1) = 8 sind 
24V, 944V?9, Savas V 3°, 
442 2, 4+3V 2, 143V 3, 14272 2 
File primitiven Wurzeln. 
2 Die Gruppe einer solchen z. B. (2+Y2) enthält 
hier Glieder, welche je einer der 8 Wurzeln congruent 
sind, ausserdem aber auch noch andere 1Y’2, 2,72, etc., 
welche keiner solchen Wurzel congruent sein können, 


“ Für D 3 &qg= 5 sind. die 8 priitivn W Wurzeln = 

die folgenden: ER N 

1-3, N 244 3, ENG = 24 

3r3V. 3 342V 39 22v 8, 213v 3 

| Die 4 ersten sind congruent Gliedern der Gruppe 

(44/3), ebenso die 4 letzten Gliedern der Gruppe 

a Be 3)). Kein Glied der Gruppe , 5) Kan. 
aber —= 3 A-4173) werden. 9 =s 

‚Da erst, die (g—1)ie Potenz v vonw der. Einhei 

congruent ist, so folet, dass die primitiven Wurzen 

nothwendig zweigliedrig sein müssen, d. h. dass in den- 
selben keines der Elemente ein Vielfaches v von q sein kann 

| Man beweist nun leicht: 

2) Ist tu /D eine zweigliedrige prhilebe Wu ze] 

also t und u durch q nicht theilbar, so smd aucl 5 
t—uy/ D, —t—u/D, —tLu D solche Wurzeln. Be 

Für eine negative Determinante sind daher sämmt- 

liche Zahlen der pe ae D) primitive as 


we==r, wor eine rallonle instand. durch. qı 

theilbare Zahl bedeutet, so sind alle Potenzen von 

- Form wke+z, wo 0 <2 <o einer E Tees Zahl nicht 
un congruent. ; Er | 

‘Es sind daher die Potenzen Ss a 

on wie wo, wie, „20. wko,s ko 

ne den rationalen eingliedrigen Zahlen Br: 


123,3... ..g4—1 songruent,, 


= für den Fe rarlen) 
se. k p= 


— 4, so muss, 5 no 
nat Re Se 


Se 


verbaut), S@akDer , Grl ar) 


| a 
oder r  „ Bra r 3 er 


Da für einen Primzahlexponenten sämmtliche Bino- 
mialcoefficienten mit Ausnahme des ersten und letzten 
durch den Exponenten theilbar sind (Disq. arith. art. 
51), so erhält man für eine beliebige complexe Zahl, 
also auch für die primitive Wurzel w: 
W+uyPDye—tt nen IND (mod, q) und da 
fl =} ut==u so folgt: 


ae ren. D Se 
Da nach dem Fermat’schen Satze 
D4T? __ 1 (mod. q), also DI — — —- 1 (mod, N) 
so muss nothwendig D’> —. — 1 (mod. q) sein. 
Denn wäre D’s = + 1 (mod. q) so würde aus 


tt + uyD) ı=t-+ urD folgen 

watt 242 77 Dnr +9 D 
und da die Elemente t und u der primitiven "Wurzel 
durch die ungerade Primzahl q nicht theilbar, so könnte 
die Potenz w tl keiner rationalen Zahl congruent sein, 


Der Beweis für obige Behauptung könnte auch auf 
folgende Art geführt werden: 
Aus w4 = w würde sich w ı- =1 (mod. q) erge- 
ben, was dem Begriffe einer primitiven Wurzel wider- 
spricht. Es ist daher w@==w, und wıt!= 
3) Ist daher q eine.eingliedrige Primzahl im System 


der Determinante D, so ist D —— —= —1 (mod. q. 
4) Sind t = u YD primitive Wurzeln für den 
Modul q im complexen Sinne, so ist ihre gemeinschaft- 
liche Norm t?_ Du? ==r (mod. g) eine primitive Wur- 
„zel für den Modul q im reellen Sinne. | 
Aus 3 folgt: 
5) It DI —= -+ 1 (mod. q), so kann q im 
System der Determinante D keine eingliedrige Primzahl 


6* 


N sogleich we — —=a— by D. 


Da ferner die Congruenz w ni Ge 
4 = | 


KT es Die erlncnieh a Pol, En; Re 
Un Trrationalzahlen a D, 2. vn Eng D | 


— 1 — 
Classen, welche durch q nicht theilbar sind, ist = —1 
(mod. 0) 
Dieser Satz ist im Gebiete der non nisch Zablen 
dasselbe, was der Wilsonsche in dem der reellen. 
11) Das Produkt aller zweigliedrigen Repraesentan- 
ten der Classen, welche durch q nicht theilbar sind, ist 


EL mod. a. 


KEV. 


Vom grössten semeinschaftlichen Theiler zweier 
Zahlen. 


S Wir kommen noch einmal auf die in. II behandelte 
| - Aufgabe zurück, um zu zeigen, wie man für jede der 6 


Determinanten —1, = 2, + 3, +5 den grössten ge- 


meinschaftlichen Theiler zweier Zahlen findet.” Dabei 
wird die Grösse eines Theilers nach dem absoluten Werthe 
der Norm bemessen, 
A 
SR Deo 1 25 2,93 

Bedeutet m, die kleinere der zwei Zahlen, deren eröss- 
ter Bemeinschaftlicher Theiler gefunden werden soll, also 
(Nm) > (Nm,), so kann man nach H immer setzen 
m, = m— m,+q, wo (Nm,) <(Nm,) und Gleichheit 
ausgeschlossen ist, 

Diese Gleichung lehrt, dass der grösste gemeinschaft- 


Es | liche Theiler von m undm, zugleich der grösste SE | 


schaftliche Theiler von mı und me ist. 


er Wird nun ma nicht gleich Null, so erhält man auf 

ee dieselbe Weise: | 
ms — mı — ma dı, (Nms) <(N ma.) 

Setzt man die Operation auf diese Weise fort, so 


ER ‚erhält man folgendes System von Gleichungen und dazu Das 


ohirigen Bl 


m— m 4 (in) Es a = 
' n m 1 Midi, Nm; < (Nma) nn ; 
= a Made, m) < a 2 


e . . ” . 
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._ =m el My, 4, RS m, <a 


ade die absoluten Werthe der Normen 


san abnehmen, so u man zuletzt zu e. 
ge (Nay + )= 0 also nach L 2. zu Rn vi 1 eg 
= gelangen, so dass | | rt 
| ıc 1 m k 


Ss wird. 


m=-m—m,gq us 


= ER e u ee 5 


Nee 


Multiplicirt man dasselbe mit n, so erhält man 


mnzm.n—m ng 
mız=mn— mng 
mn = mn -— ms ng. 


My_gn — My 407 Mg 30 14 
a u NR a De 
mD=m o.2—- m 2% o 
Setzt man mn als Vielfaches von mı voraus, SO 
schliesst man aus den vorstehenden Gleichungen mit 
Leichtigkeit, dass 
mD,mn....m um 78% En 
Multipla von m, sind, also n durch m, theilbar ist. 
Wenn daher m zu m, relative Primzahl und das 
Produkt mn durch m, theilbar ist, so wird nothwendig 


.n ein Vielfaches von m, sein. 


Macht man insbesondere die Annahme, es sei m, 
eine Primzahl, so erhält man den speciellen Satz. 

Wenn das Produkt mn durch die Primzahl m, theil- 
bar und m kein Vielfaches von m. ist, so wird noth- 
wendig m, ein Theiler von n sein. 

- | B. 

arte 
Ohne der Allgemeinheit zu schaden, dürfen wir nach 


. IX. 29. voraussetzen, dass m und mı ungerade Zahlen 


bedeuten. 

Sind alsdann f1, fe f3,... . Zahlen von der Form | 
2« (1 = vyD)%, wo ßB den Werth O oder 1 haben kann, 
also gerade Zahlen oder positive reelle Einheiten, so 


"kann man dem Divisionsschema folgende Gestalt geben : 


m» fg —= m— mıq (Nm) < (Nm) 
ms f3 = mı — magı (Nms) < (Nms) 
mu — 1m -- By A < Sa 


a ER a (Nm „)< (Nm,_ı) 


MH +1 > = m_1-Mx GE 1, Nr 1) = (Nmy) 


ee 


wo jetzt auch die Zahlen m», ms,. 
als ungerade vorausgesetzt werden. 


Ein Faktor fx, in welchem & und ß nicht beide a 
gleich Null sind, wird nach IX. 7. immer nothwendig 


ar | 


werden, wenn der entsprechende Quotient qu—2 unge- 


rade ist. 

Der in II erwähnte Ausnahmefall wird hier nach 
IX 21. niemals eintreten, und daher ist in den vorste- 
henden Ungleichheiten, selbst wenn der entsprechende 
Faktor f gleich 1 werden sollte, die Gleichheit immer 
ausgeschlossen. 

Da die absoluten Werthe der Normen 

(Nma), (Nms), (Nms), .... (Nm k1) (Nm 1)» (Nm k-+1) 

beständig abnehmen, so muss man schliesslich "auf 
(Nmxk +1) 0 also nach I. 2. zu.mx +1=0 gelangen, 
und es ist nach IX 4. und 22. m, der grösste gemein- 
schaftliche Theiler von m und mı. 

Haben diese ungeraden Zahlen daher ausser den 
complexen Einheiten keinen gemeinschaftlichen Theiler, 
so muss m, —E sein und das Divisionsschema Ni 


ma Z—=m — mg 
msfs = mı — magı \ 
mafı —Z me — made N 


a ee 
Ef, = my 9 Mm 1% 9 %* 
Nehmen wir nun ferner an, essei das Produkt mn, 
in welchem der Faktor n auch ungerade ist, durch mı 


theilbar und multiplieiren wir obige Gleichungen mit n, 
so erhält man: 


mıhbß= Mn m ng 
"mıf =Mn— m,n% 


Di a em mon 4k-8 
Enie—l, on mM, na na 


EAN 45 
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Hieraus schliesst man mit Hilfe des Satzes IX. 22,, 
dass men, man, man, ... En durch mı theilbar sind, 
also n ein Vielfaches von mı ist. | 

Der unter A für die Determinanten — 1, — 2%, 2, 
ö bewiesene Satz gilt also auch für die Determinanten 
— 3 und + 5, wenn man voraussetzt, dass m, mı und 

n ungerade Zahlen sind. Hieraus folgt: 

Ist mı eine ungerade Primzahl und das Produkt 
mn durch mı theilbar, die ungerade Zahl m aber nicht, 
so ist nothwendig. die ungerade Zahl n ein Vielfaches 
von mı. 

Der allgemeine Satz, also auch dieser specielle, be- 
hält noch seine Richtigkeit, wenn m und n gerade sind, 
». mı muss aber immer ungerade angenommen werden. 
Er Denn stm = gef, n=»v6, wo « und v unge- 
 _ rade Zahlen und f und © gerade Zahlen von. der Form 
Re (A +Y DD)? bedeuten, so muss x zu mı relative. 
Primzahl sein, weil m zu mı es ist. Da nun das Pro- 
- dukt mn = gvfQ durch die ungerade Zahl mı theil- 
bar ist, so muss nach IX. 22. x v ein Vielfaches von 
- mı und da « zumı relative ee y also auch n 
durch mı theilbar sein, 

A Der in III behandelte Satz kann nun mittelst des 
Vorhergehenden auf eine einfachere Art bewiesen wer- 
den, als dort geschehen ist. Man kann denselben auf 
folgende Weise ausdrücken : 

. - Die Norm einer zweigliedrigen (fürrD—+ 9, =; 
ir: db ungeraden) Stammzahl, hat zu Divisoren nur solche 
reelle von D verschiedene Primzahlen, welche selbst 
- wieder Normen von zweigliedrigen Stammzahlen sind. 


- Zum Beweise sei x y/7D eine zweigliedrige 
x e Stammzahl und 4 
re 2 D®P = pqap)>L,@)>1, | 
p eine reelle Primzahl, welche für D—=-+2, —3, +5 
von2 verschieden angenommen werden muss, so ist p noth- 
wendig im complexen Sinne eine zusammengesetzte Zahl. 


m 


Wäre p eine Primzahl im complexen Sinne, ‚sor Er 
müsste nach obiger Gleichung das Produkt der zwei 
Stammzahlen x-+ yyY D, x — yırD, welche beide Ar 
durch p nicht theilbar sind, ein Multiplum von p sein 
was der Eigenschaft der Prazahlen widerstreitet. 0° 

Es ist daher + p eine zusammengesetzte Zahl, also nr 
nach XI. 9. Norm einer Stammzahl. Be. 

Wir erhalten auch hier Balz unabhängig En dem De 
'Früheren den Satz XII. 15. - Es sei nämlich die Norm 
der Stammzahl a + b xD zusammengesetzt, ls 

a? — Db? = pq und (p) >1, (q) >1. u ER 

Für, DD #5 ist Ban ab D ungerade, eben- a 
so fir D=— 3 und +5, im andern Falle wäre ee 
a + by°D nach IX 12 theilbar durch 1.4 ,/ D,.da- 
her zusammengesetzt, sobald a + bıD nicht in eine ; 
der Gruppen (1 + y D) gehört, welcher Fall in xl Ta 
schon seine Erledigung gefunden hat. 2 

Wäre nun + bı/D eine Primzahl, firrD—=—3 ° 
und + Ö eine ungerade, so müsste nach obiger Gleich- > 
ung p oder q durch a + b /D theilbar sein. Es sei 
p ein Vielfaches von a-#b YD, also nach VII. 7 
auch ein Multiplum von N (a -+ by’ D) oderpgq, daher 
(Q) =1, was der Voraussetzung (q) > 1 Vi En 


XV. 


Kennzeichen für die Primzahlen in den sechs 
einfachsten complexen Systemen. 


a RER 


Einheiten (XI. 2.), dann für we +23, +3 + 5 die 
zwei eingliedrigen Irrationalzahlen + vD.: erkannt (X1. 
6 und XII. 4) fürD— —1 sind + YD Einheiten, 
also ebenfalls Primzahlen. 


Eingliedrige Primzahlen. 


Be irrationale Primzahlen gibt es nach 
XI. 5 immer nur zwei, nämlich + YD. Nach XI. 2. 


93 = 4 sind die eingliedrigen rationalen Primzahlen 


unter den reellen ungeraden Primzahlen (D ausgeschlos- 
sen, welche die zwei eingliedrigen irrationalen Prim- 


zahlen + YD liefert) zu suchen, und in II sind für 
jedes der 6 Systeme die Linearformen der ungeraden 
von (D) verschiedenen Primzahlen angegeben, welche 


auch im complexen Sinne als Primzahlen zu betrachten 
sind (XI. 9.). Es ist nur noch zu untersuchen, ob es 


- auch eingliedrige rationale Primzahlen von der Linear- 
- form der Normen gibt. 


Diese Frage wird gelegentlich bei der Aufsuchung 


der zweigliedrigen Primzahlen, zu welcher wir nun über- 
gehen, verneinend beantwortet werden. 


a - Pi ., nn 
er ns L 


Zweigliedrige Primzahlen. 
Dieselben haben nach XII 12. und 15 zu Normen 


reelle Primzahlen. 


Um es hinfort nur noch mit ungeraden Primzahlen 


zu thun zu haben, wollen wir für jedes der 6 Systeme 
' den Charakter der Primzahl 2 angeben. 


Für D= —1 und +43 ist 2 zusammengesetzt 


S und liefert die sich selbst conjugirte Gruppe (+ YD) 


von geraden Primzahlen. (V 20). 
Für D = + 2 entspringen, wie schon vorhin an- 


gegeben, aus 2 die zwei eingliedrigen geraden irratio- 
_ nalen Primzahlen + D. 


Für D= — 3 und + 5 ist 2 zwar einfach aber 


; dr keine Primzahl und gibt die idealen Primfaktoren der 


ER 8 a I 


hier nicht eingegangen nn kin ir ® 
= ' Wir gehen nun zur Beantwortung der a 
‘ob jede ungerade von 'D verschiedene Primzahl von € 


OLSEN der Normen auch immer zwei Eu 


‚zahl eine enlaie Primzahl ist. im - cn 
oder nicht. 


Entwicklung des Produktes: | 
| cc Head. er 
| nach. en von x alle Coeifetenten mit. 
ersten. und letzten durch p theilbar. 


Art geführt, werden: | 
© Sptat man 2 = =. 
Sparer ee a 
und. bezeichnet: die Summe der nten Potenzen 
Wurzeln der Gleichung 2 20 durch Sa: > | 


a 
u ee 
85 rede 


au H So & I 
I sat ee O2 Sp 


Min 


a 


Verwandelt man daher obige Gleichungen in Con- 

gruenzen nach dem Modul p, so erhält man aus den 
PP — 2) ersten: | 
E:: 01ı = Go = (Cs = en P)° 
und aus der letzten, da 
Fam —1 (mod. p,1-+ Op = 0 (mod. p). 
Einfacher wird der Satz indireet bewiesen. 
Die Congruenz vom Grade p: 
= x (x—1l) (x—2). .(&—p= 1) 0 (mod. p), 
welche: nach unserer " Bezeichnung auch geschrieben 
- werden kann a 
R. ehrt a Cp—2 % HC 1) 6 
- hat die p incongruenten Wurzeln 
Bi 0], 23,35,: >. . pl. Da nun x. P == x (mod, p) 
x mag durch p theilbar sein öder nicht, so kann man 
_  der=Congruenz auch et einfachere Gestalt geben : 
er Dh GxP2+,,+ Cy 9 X (Cp—1: +l)x==0 
“ rei P) 
Diese Congruenz vom Grade p—1 hat daher p 
incongruente Wurzeln, was nur möglich ist, wenn sämmt- 
"liche Coefficienten durch p theilbar sind und daher die 
- Congruenz eine identische ist. 


Be: Es sind daher auch alle Coefficienten mit Ausnahme 
E ‚des ersten und leizten in der E ae des Produktes 
SE -&+) +2) CH)... Hp) 


 Vielfache von p. 

E; - Nach der Definition der Primzahlen in xu ist das 
Kriterium, ob q eine Primzahl ist oder nicht, die allge- 
meine Giltigkeit oder Ungiltigkeit des Satzes (x). Es. 
on ndelt. sich nun darum, diese Bedingung auf eine be- 
emere Weise auszudrücken. 


% " Bedeutet zu dem Ende q eine rationale ungerade 


En D) CHKY BIOERLD). 0 (a_1-4KırD) 
-q nicht theilbar. »Entwickelt man dieses Produkt 


nach Potenzen von K/Y D=x, so sind alle Coefficienten 
von x mit Ausnahme des ersten und letzten durch a 
theilbar und daher 
P==(KY. DI 4 12 3 2. (g—1) (mod. a) 
oder nach den Lehrsätzen von Fermat & Wilson. 
P=D',;—1 (mod. g) | 
Setzt man das Produkt aller Faktoren I welche 
erhalten werden für E: 
Kenny . a—1 gleich II P or 

Ip wi u IT mod.) & 

Da nun D zu q relative Primzahl, so ist nach dem 
Fermat’schen Satze 5 


D’ —= 1 (mod ga Dr — 1 mod ne 
Soll daher q auch im Sytene der Determinante D D 
eine Primzahl so darf a 
DD nicht = + 1 (mod. q) SE 
sein, weil in diesem Falle das Produkt P durch q bel 
bar wäre, da doch kein Faktor von P ein u 
von q ist. Daher: Gr 


1) Für jede rationale Primzahl 'q, en auch 
Primzahl ist im System der Determinante D, muss. 


E Ben Br 76 ange 
a var 
u. 


Dot (mod. q) sein, ® ae 
Dieser Satz wurde Senne in Zul. >. auf anderem. 
Wege gefunden, | Ba 


2) Ist umgekehrt für die rationale NL; g: 


DS = — 1 (modg), so ist q im System der Deten 
ninante D eine Primzahl. Dann wäre m m, =0 (mod 
q) und weder m noch m, durch q theilbar, so müsse 
m und m, nach XIl.5. u. 6. zweigliedrig und incongruen 
(mod. q) sein; m und m, werden daher zwei verschi 
denen Zahlen des Produktes TIP congruent sein. 

Hieraus folgt TIP = o (mod. I | 


on 


xml. 11) auch TIP = (—2) 17! = 1 (mod q), was dem 
Vorigen widerspricht. Eine solche Primzahl ist daher 
- Nichttheiler von x2_ Dy?. 

8) Ist D'7! = 1 (mod. g), so ist q im System der 
Determinante D keine Primzahl, weilP== 0 (mod. q) und 
doch keiner der Faktoren ein Vielfaches von q ist. 
SE 4 8 ist daher eine solche Primzahl Theiler von 

: Wir können nun zeigen, ie für unsere 6 Systeme 
jede ungerade Primzahl, welche die Linearform der 
Normen hat und von D verschieden ist, zusammenge- 
setzt sein muss, also nach XI. 12. und V, 21. zwei 
Gruppen complexer Zahlen liefert, Die Beweise werden, 
wenn man das Reciprocitätsgesetz für rationale Zahlen 
und die dazu gehörigen Ergänzungssätze nicht voraus 
setzen will, am einfachsten so geführt, dass man einen 
Ausdruck von derForm t2_Du? sucht, welchen p theilt, 
‘dann ist nach UI der Beweis geliefert. 
- Solche Formen erhält man durch den Fermat’schen 
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_ werden. 
Man vergleiche darüber : 
Legendre Tome I. seconde partie. $ II. uud 
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‚Wir betrachten derReihe nach die einzelnen Systeme. 
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= nach dem Fermat’schen Satze: 
En (X +1)@= — 1) = 0 (mod. p) 
Die Congruenz x" + 1 = o (mod. p) hat daher 
be Br Auflösungen und da in Folge derselben p ein Theiler 
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Form t?— 2u2, wo dasZeichen beliebig gewählt werden 
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.@ 4 1)? 2. )? = 0 (mod. p) 
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p ='8n4- 7 zusammengesetzt. Da p im System der 
Determinante — 2 eine eingliedrige Primzahl, so ist nach 
xVı- 9) = —1 ode Pa=-+ 1, daher 
nach XV. 3. p im System der Determinante is 2 zu- 
sammengesetzt, | 
D = 3: 
Jede Primzahl von der Form 6n + 1 ist in dem 
System der Determinante — 3 zusammengesetzt. 
Bedeutet x eine der Zahlen 4, 2, 3,...p-1, so 
erhält man nach dem Fermat’schen Satze 
x — 1 = 0 (mod. p). 
Da nun x®— 1 theilbar durch 
PA YR@+cH+N, 
so hat die Congruenz 
? X” -+-XxX 224 6 (mod..p) 
or Eier die gleichbedeutende; # 
& (22-1 21,8. 0 (mod, p) 
zwei Wurzeln, also ist p als Divisor von t?--3u? selbst 
von dieser Form, daher im De D = — 3 zusam- 
mengesetzt. 
Dear 
Jede Primzahl von der Form 12n — 4, 11 ist in 
dem System der Determinante + 3 zusammengesetzt, 
Für p — 12n + 1 folgt nach dem Fermat’schen 
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‚teilbar ist durch x® + 1, also auch durch 
to X -+1, 


so hat die Congruenz 
(> 4 82,0 (mod: Pp) 
zwei Auflösungen; p- ist daher von der Form t?—3 u, 
also zusammengesetzt. Da im System der Determinante—3 
7 p = 1m + 1 eine eingliedrige Primzahl, so ist 
nach XYV.1 (3) = —14, a I +, 
daher p nach XV. 3. für D= + 3 eine zusammen- 
gesetzte Zahl, | 
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